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KATA PENGANTAR

Puji syukur kehadirat Allah SWT karena atas limpahan rahmat-Nya kami
dapat menyelesaikan modul kalkulus 2 untuk mahasiswa Fakultas Teknik
Universitas Pamulang. Modul ini dilengkapi dengan teori, contoh soal, dan latihan
soal sehingga mahasiswa lebih mudah dalam memahami materi.

Adapun topik yang dibahas dalam modul Kalkulus 2 ini adalah tentang
integral. Integral yang dibahas yaitu mengenai integral tak tentu dan integral tentu.
Adapun teknik-teknik pengintegralan yang digunakan adalah aturan dasar integral,
integral subtitusi, integral fungsi trigonometri, integral fungsi aljabar, integral fungsi
eksponensial, integral fungsi rasional, dan integral parsial. Aplikasi integral
digunakan untuk menentukan luas daerah dan volum benda putar, yang meliputi :
menentukan luas daerah yang dibatasi oleh sumbu x dan sumbu vy, serta luas
daerah yang dibatasi oleh garis dan kurva atau dua kurva. Kemudian aplikasi
integral untuk menentukan volume benda putar dengan metode cakram, cincin dan
selimut tabung.

Kami mengucapkan terima kasih kepada semua pihak yang telah membantu
proses penyelesaian modul ini. Kami sangat mengharapkan kritik dan saran demi
perbaikan dan kesempurnaan modul ini. Semoga modul ini dapat bermanfaat bagi

kita semua.

Pamulang, Oktober 2019
Tim Penyusun
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PERTEMUAN KE 1
ATURAN DASAR INTEGRAL

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan dasar integral tak tentu.

B. Uraian Materi
1. Definisi Integral

Integral merupakan materi lanjutan dari materi Turunan (Derivative) pada
Kalkulus I. Sketsa perbedaan dari turunan dan integral dapat dilihat pada Gambar
1.1.

fix)

Gambar 1.1 Sketsa Perbedaan Integral dan Turunan

Sebagian besar operasi matematika memiliki pasangan yang berbalik nilai,
misal penjumlahan dan pengurangan, perkalian dan pembagian, perpangkatan
dan akar pangkat dua. Integral atau yang sering disebut antidetivative merupakan
“bentuk operasi matematika yang menjadi kebalikan (invers) dari operasi turunan
fungsi, selain itu integral juga merupakan limit dari jumlah atau suatu luas daerah
tertentu” (Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016). Berdasarkan pengertian
tersebut, ada dua hal yang dilakukan dalam integral sehingga dikategorikan
menjadi 2 jenis integral. Secara garis besar, integral dibagi menjadi dua jenis,
yaitu: (1) Integral sebagai invers/kebalikan dari turunan disebut sebagai integral
tak tentu. Integral ini sering disebut integral yang tak terbatas, karena memiliki
interval -co sampai oo (-00, 0); (2) Integral sebagai limit dari jumlah atau suatu luas
daerah tertentu disebut integral tentu. Integral ini juga disebut integral terbatas,
karena memiliki interval tertutup antara a sampai b [a,b], dengan a, b € R.

Leibniz (lmuwan asal Leipzig, Jerman) menyimbolkan integral dengan tanda

“f”. lImuwan dengaen nama lengkap Gottfried Wilhelm Leibniz ini merupakan

Kalkulus 2 1
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tokoh yang mengembangkan dan memperkenalkan konsep turunan (differensial)
dan antiturunan (antidifferensial/integral). Lambang integral “f ” diambil dari huruf
pertama Leibniz, yaitu huruf “L”, namun pada zaman dahulu orang menuliskan

huruf “L” dalam bentuk “f ” yang kemudian dipakai hingga saat ini.

2. Integral Tak Tentu
Misalkan diketahui suatu fungsi F(x) yang merupakan fungsi umum yang
bersifat F’(x) = f(x), maka integral tak tentu merupakan himpunan anti turunan F(x)

dari f(x) pada interval (-oo, o0) yang dinotasikan:

[ F(x)=ff(x)dx+c ]

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

Keterangan:

[ :simbol integral
f(x) : fungsi integran
dx :variabel integrasi
F(x) : hasil integrasi

c :tetapan integrasi

Bentuk [ f(x)dx+c disebut Integral tak tentu. Kata “tak tentu”
menenkankan bahwa hasil dari integral merupakan fungsi “generik” atau sering
disebut “konstan”. Jika integral suatu fungsi ditulis sebagai [ f(x)dx, maka dx
menyatakan variabel integrasinya. Hal ini menunjukkan bahwa fungsi integran
merupakan fungsi dalam variabel x. Namun sebenarnya, variabel integrasi tidak
harus menggunakan abjad x saja, tetapi bisa memakai variabel lain, seperti
[fO)dy, [ f(t)dt, atau [ f(z)dz. Pada penulisan tersebut yang perlu diperhatikan
adalah variabel integrasi biasanya diadaptasi dengan variabel fungsi integrannya.
Jika integran merupakan fungsi dalam variabel x, maka variabel integrasi yang
dipakai adalah dx, jika integran merupakan fungsi dalam variabel t, maka variabel
integrasi yang dipakai adalah dt. Sehingga dapat disimpulkan bahwa variabel
integrasi menunjukkan bahwa fungsi integran akan ditarik integralnya terhadap
variabel tersebut. Untuk lebih memahami integral tak tentu tersebut, perhatikan

contoh di bawabh ini.
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Contoh:

Misal diketahui turunan dari beberapa fungsi sebagai berikut.
1) Turunan dari fungsi aljabar y = x® adalah y’ = 3x?

2) Turunan dari fungsi aljabar y = x3 + 8 adalah y’ = 3x2

3) Turunan dari fungsi aljabar y = x3 + 17 adalah y’ = 3x?

4) Turunan dari fungsi aljabar y = x3 — 6 adalah y’ = 3x?

Seperti yang sudah dipelajari dalam materi turunan, variabel dalam suatu
fungsi mengalami penurunan pangkat. Berdasarkan contoh tersebut, diketahui
bahwa ada banyak fungsi yang memiliki hasil turunan yang sama (y’ = 3x?) dari
fungsi aljabar yang berbeda. Fungsi dari variabel x® ataupun fungsi dari variabel
x3 yang ditambah atau dikurang suatu tetapan integrasi (misal pada contoh: +8,
+17, dan -6) memiliki turunan yang sama. Jika y’ = 3x? dintegralkan, seharusnya
menjadi fungsi-fungsi awal sebelum diturunkan, artinya jawabannya bisa 'y = x3, y
=x3+8,y=x>+ 17, y = x* — 6 atau bahkan jawaban yang lain. Dari kasus tersebut,
dapat dilihat bahwa nilai konstanta dari suatu integral tak tentu tidak dapat
ditentukan secara pasti, sehingga hasil integral tak tentu dapat ditulis: [ f(x)dx +

C.

3. Aturan Dasar Integral Tak Tentu
Untuk menyelesaikan persoalan tentang integral tak tentu, terdapat aturan-
aturan dasar yang harus dipahami. Aturan-aturan tersebut yaitu:
a. Aturan fungsi aljabar
1) Jika n adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka berdasarkan
aturan fungsi aljabar, integral tak tentu dari x" ditulis:

n+1
[ [x"dx="—+c¢n=#—1 ]
n+1

2) Dari poin 1. Jika n = 0, maka berdasarkan aturan fungsi aljabar, integral tak

tentu dari x° ditulis:

0+1

[fx“dxzfxodx=);+1+c=x+c ]

3) Jika n =-1, aturan no. 1 dan 2 tidak berlaku untuk karena ketika n = -1 maka

penyebut fungsi dari integran akan menjadi nol. Dalam ilmu matematika, jika

suatu pecahan yang pembilangnya angka selain nol dengan penyebut nol,
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maka bilangan tersebut tidak dapat didefinisikan. Namun berdasarkan

aturan fungsi aljabar, integral tak tentu dari x~* ditulis:

[ [xldx=Inx+c ]

(Edwards & H., 2010)

b. Aturan Kelinearan
Misalkan diketahui dua fungsi, yaitu fungsi f dan g, dimana kedua fungsi
tersebut mempunyai integral, maka berdasarkan aturan kelinearan berlaku sifat
sebagai berikut.
1) [k f(x)dx =k [ f(x)dx, k = koefisien
Sifat ini menunjukkan bahwa koefisien pada fungsi integran dapat diubah
menjadi koefisien dari integral.
2) [If @) + g()]dx = [ f)dx + [ g(x)dx
Sifat ini menunjukkan bahwa untuk menghitung fungsi integran yang
berbentuk penjumlahan dapat diuraikan menjadi penjumlahan integral dari
masing-masing fungsinya.
3) [If(x) — g()]dx = [ f(x)dx — [ g(x)dx
Seperti sifat kedua, sifat ini menunjukkan bahwa untuk menghitung fungsi
integran yang berbentuk pengurangan dapat diuraikan menjadi
pengurangan integral dari masing-masing fungsinya.
(Slamet H.W., 2003)

Contoh Penggunaan Aturan Fungsi Aljabar:
Tentukan hasil integral-integral berikut.

1. [xdx

2. [3dx

3. [—12dx

4. [x3dx

5. [Vxdx

6. [~ dx

. [ x?3 dx

\l
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8. [x *dx
9. [x3/*dx
10. [x~*/5dx

Penyelesaian:

X1+1

1+1

1. [xdx =

+c

2. [3dx=[31dx
=[3.x%dx
=3 [x0dx

=3x+cC

3. [—12dx=[—-121dx
=[-12.x%dx
=—12[x%dx

=-12x+cC

x3+1

5. [vVxdx=[x'?dx

x1/2+1

= 1/2+1 te

X302

T 32

+c

2
=§x3/2 +c

6. fidx=fx‘1dx

=lnx+c

x2/3+1

7. [x?13dx = +c

2/3+1
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x3/4+1

9. [x3/*dx =

3/4+1 te

x7/4

7/4

+c

4
=-x"*+c

x—4/5+1

—4/5 g, =
10. [x~*5dx Sy

_x1/5
=15 +c

=5x1/5 4+ ¢

Contoh Penggunaan Aturan Kelinieran:

Tentukan hasil integral-integral berikut.

1. [2x*dx

2. f%x3 dx
Va3 dx

. J(2x?% + 3x) dx

. J(3x% +4x —5) dx

g b~ W

Penyelesaian:
1. [2x*dx=2[x*dx

x4—+1

4+1

=2. +c
5
=2.x?+c

2.5
=Zx c
P +

+c

Fakultas Teknik
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3. [Vx3dx=[x3/?dx

_ x3/2+1

T 3/2+1 te

_x5/2
= 5/2+c

2
=-x*% +c

4. [(2x* +3x)dx = [2x? dx + [ 3x dx
=2 x*dx+3[xdx

2+1 1+1

X _4+3%

=2
2+1 1+1

+c
3 2

=22 +3% 4¢
3 2

~2.3,3 2
=3x +2x +c

5 [(Bx*+4x—5)dx=[3x*dx+ [4xdx — [5dx
=3[x?dx+4[xdx—5[ dx

241 141

x x x
+ 4. - 5.

2+1 1+1 0

0+1
c
+1+

=3.
3 2

=3 +4% —5x+¢
3 2

=x34+2x%2-5x+c

C. Latihan Soal
Dengan aturan fungsi aljabar dan aturan kelinieran, selesaikan soal-soal integral

berikut.
1. [Vx3dx
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N

.f%dx
x5/ dx

: f%x‘é dx

A W

6]

: f%xl/‘* dx

[ xx dx
[x(1—x?)dx
J@2x—1)%dx

© © N o

: f(§x3 + gxz) dx

10. I% dx

x4
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PERTEMUAN KE 2
ATURAN SUBSTITUSI INTEGRAL TAK TENTU

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan integral tak tentu dengan aturan substitusi.

B. Uraian Materi
1. Definisi Aturan Substitusi

Aturan substitusi merupakan aturan di dalam integral yang digunakan ketika
proses pengintegralan tidak bisa diselesaikan dengan rumus-rumus dasar integral,
atau seandainya bisa diselesaikan namun akan memerlukan proses yang cukup
panjang (Ratnadewi; dkk, 2016). Secara umum, integral substitusi didefinisikan
sebagai suatu teknik pengintegralan dengan memasukkan variabel baru yang
tepat sehingga diperoleh bentuk fungsi baru yang lebih mudah diselesaikan.
Umumnya aturan ini digunakan pada soal integral dengan pangkat fungsi
integrannya lebih dari 2, negatif, atau pecahan. Dalam pengintegralan dengan

metode substitusi, terlebih dulu harus sudah menguasai konsep-konsep turunan

yang dipelajari pada Kalkulus 1, dimana % adalah turunan dari u terhadap x.

Misalkan u = 2x +1, turunan u terhadap x ditulis: % = 2 atau dapat ditulis du = 2

dx.

Soal-soal integral dapat diselesaikan jika bentuknya sesuai dengan bentuk
rumus dasar. Jika suatu persoalan integral belum mempunyai bentuk rumus dasar,
maka harus diubah terlebih dahulu dengan aturan substitusi.

Teorema aturan subtitusi integral tak tentu didefinisikan : misalkan g adalah

fungsi yang dapat diintegralkan dan r adalah bilangan rasional kecuali -1, maka :

r+1
[teoorre coax = EXEZ ¢

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

Untuk mempermudah mendapatkan bentuk baku [[g(x)]"g’ (x)dx, maka

harus dimisalkan u = g(x), dengan du = g'(x)dx, sehingga berdasarkan Teorema
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aturan subtitusi integral tak tentu, didapatkan rumus aturan substitusi untuk fungsi

aljabar sebagai berikut.

r+1
furduz +cr+-1
r+1

Untuk r = -1, maka rumus di atas menjadi :

[ furdu=1n|u|+c ]

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

2. Langkah-langkah Penyelesaian Integral Dengan Aturan Substitusi

Untuk menyelesaikan persoalan integral dengan aturan substitusi perlu

diperhatikan langkah-langkah berikut.

a. Soal harus berbentuk [[g(x)]"g’ (x)dx (jika belum, ubah ke dalam bentuk
tersebut)

b. Misalkan fungsi integran yang berpangkat r menjadi fungsi u,

¢. Turunkan fungsi u sehingga diperoleh du = .... dx

d. Nyatakan nilai dari dx agar sesuai dengan soal yang diberikan, kemudian
substitusikan pemisalan tadi ke integral semula

e. Ubah fungsi integran menjadi bentuk baku [ u" du

ul‘+1

r+1

f. Jikar #-1 gunakan rumus [u'du = + ¢, namun jika r = -1, gunakan rumus

fu'du=In|ul+c

Contoh:

Selesaikan soal-soal integral berikut dengan aturan substitusi.
1. f(x—2)%dx

2. [(3x +5)° dx

3. [(x?+1)8 2x dx

4. [(2x* = 7)*.2x dx

5. [(x?+2x—3)°(x + 1) dx

6. [(x—2)(x* —4x +6)" dx

7. f(x+2)(2x% 4+ 8x + 6)% dx
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8. [xVx? +4dx
9. [2x(4x2% —3)3 dx
dx

2
10. f (x+3)5

Penyelesaian:

1. f(x—2)%dx
Untuk mempermudah pemahaman, soal ini harus diubah ke dalam bentuk
f(x —2)%.1 dx, sehingga soal tersebut sudah memiliki bentuk dasar [ u"du,
dengan memisalkan u = x — 2, du = 1 dx, dan r = 6. Uraian penyelesaiannya
adalah sebagai berikut.
f(x—=2)%dx = [u®du

2. [(3x +5)° dx
Karena soal berbentuk [(3x + 5)¢ dx = [(3x + 5)°.1 dx, maka 3 dx pada du =

3 dx harus diubah ke bentuk 1 dx, sehingga harus dikalikan % Uraiannya

sebagai berikut.

Misal:

u=3x+5

Maka:

du = 3 dx

Untuk menyesuaikan dengan soal, maka 3 dx harus diubah menjadi 1 dx

dengan cara sebagai berikut.
gdu =1 dx, sehingga:
J(3x+5)°dx = [uS.2du

= %f u®du

u6+1

" 6+1

+c

[V W

7
u
.—+cC
7
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7
u
=—-+c
21

_ (3x+5)7
21

+c

3. [(x?+1)8. 2x dx
Misal:
u=x*+1
Maka:
du = 2x dx, sehingga:
J(x?+1)8.2xdx = [uddu

4. [(2x* = 7)*.2x dx

Misal:
u=2x>-7
Maka:
du = 4x dx

%du = 2x dx, sehingga:

f(2x? = 7)* 2x dx = fu“’.%du

_ (2x2-7)%
T 10

+c

5. [(x?+2x—3)°(x+ 1) dx
Misal:

Uu=x2+2x-3

Fakultas Teknik
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Maka:

du = (2x + 2) dx

%du = (x + 1) dx, sehingga:

J(x?2+2x-3)°(x+ D dx = [u® .%du
= %f u® du

u5+1

" 5+1
6

+c

u
.—+cC
6

_ (x2+2x-3)°

2 +c

6. [(x —2)(x* —4x + 6)7 dx
Misal:
u=x2—-4x+6
Maka:
du = (2x — 4) dx
~du = (x — 2) dx, sehingga:

Jx=2)(x* —4x+6)7 dx = [u’ .%du
:%fu7du

1 u7+1

T2 7+1

+c

x% —4x + 6)8
_ oA+ 6y

16 ¢

7. f(x+2)(2x% + 8x + 6)° dx
Misal:
u=2x2+8x+6
Maka:
du = (4x + 8) dx

idu = (x + 2) dx, sehingga:
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f(x+2)(2x%+8x +6)°dx = [u° .idu

:ifugdu

(2x2+8x+6)10
=}
40

C

8. [xVxZ+4dx
Untuk fungsi integran berbentuk akar seperti ini harus diubah dulu menjadi
bentuk pangkat sehingga:
[xVxZ +4dx = [x(x?+4)Y? dx
Misal:
u=(x2+4)
Maka:
du = 2x dx

%du = x dx, sehingga:
[xVx2 + 4 dx = [ul/? .%du

= %ful/zdu

1
uztt

=-.7—+c¢

u3/2

" 3/2

+c

N|R N

2
.5.113/2 +c

ud/?

=— tc¢

ud/2
—6+c

244)3/2

(upayakan jawaban akhir tidak mengandung pangkat pecahan

atau negatif)
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9. [2xy/(4x?% —3)3 dx
Seperti soal no.8, bentuk ini harus diubah dulu ke dalam bentuk pangkat,
sehingga:
[ 2x/(4x2 —3)3 dx = [ 2x. (4x? — 3)3/2 dx
Misal:
u=4x?-3
Maka:
du = 8x

%du = 4x, sehingga:
[ 2x/(4x% —3)3 dx = fu3/2.%dx
= %fu?’/zdu
3

1 uE+1

= +c
10

_ (x2+4_)5/2
T 10

_ J(4x2-3)5 T
10

dx

2
10. f(x+3)5
Untuk fungsi integran berbentuk pecahan seperti ini, juga harus diubah dulu ke

dalam bentuk pangkat, sehingga:

2 _
f(x+3)5 dx = [2.(x+3) °dx

Misal:
u=x+3
Maka:
du=1dx
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2 du = 2 dx, sehingga:

2 —
fmdx = fu 5.2dx

=2 [u5du

u—5+1

= 2.
—=5+1

+c
-4

= 2.u_—4+C

= ——ut+c

2
I G I
- 2

1
T 2(x+3)* tc

+c

C. Latihan Soal
Selesaikan soal-soal integral tek tentu berikut dengan menggunakan aturan
substitusi.
1. [(—4x+6)7 dx
2. [(—10x — 6)°dx
3. [x(2x* +6)° dx
J=x =D (x? + 2x +9)* dx
5. [(4x + 6)(2x? + 3x + 9)° dx
6. [xV—2x% + 1dx
7. [6xy/(x? +3)5dx
8. [——dx

(3x—2)*

IN

x+1
9. f(x2+2x+9)6 dx

1

Kalkulus 2 16



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

D. Daftar Pustaka
E.Vaberg, D., Purcell, E., & Rigdon, S. (2007). Calculus (Ninth Edition). Addison
Wesley: Prentice Hall, Inc.

Hass, J., Weir, M. D., George B. Thomas, J., & Hell, C. (2016). University Calculus
Early Transcendental. New York: Pearson Education, Inc.

Ratnadewi; dkk. (2016). Matematika Teknk untuk Perguruan Tinggi. Bandung:

Rekayasa Sains.

Kalkulus 2 17



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

PERTEMUAN KE 3
INTEGRAL TAK TENTU FUNGSI TRIGONOMETRI

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan integral tak tentu fungsi trigopnometri.

B. Uraian Materi
Sama seperti integral pada umumnya, integral fungsi trigopnometri secara garis
besar dapat dibedakan menjadi dua jenis, yaitu integral tak tentu fungsi trigonometri
dan integral tentu fungsi trigonometri. Pada bab ini akan dibahas mengenai integral

tak tentu dari fungsi trigopnometri.

1. Definisi Fungsi Trigonometri

Sebelum memahami integral tak tentu fungsi trigonometri, terlebih dulu
harus diketahui bahwa trigonometri berasal dari kata Yunani, yaitu trigonon : tiga
sudut, dan metron : mengukur. Sehingga secara istilah, trigonometri diartikan
sebagai sebuah cabang matematika yang mempelajari hubungan yang meliputi
panjang dan tiga sudut segitiga siku-siku. Dari definisi tersebut, maka dapat
dijelaskan bahwa fungsi trigonometri merupakan fungsi yang didalamnya terdapat
hubungan panjang dan tiga sudut segitiga siku-siku. Fungsi dasar trigonometri
dikelompokkan menjadi 6 jenis, yaitu:
a. sinx

b. cosx

sinx

C. tanx =
cosx

d. secx =

€. cosecx =

f. cotx =

(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Penjelasan mengenai fungsi dasar tersebut, khususnya sin x, cos x, dan tan

x dapat dilihat dari konsep secara umum dari suatu segitiga siku-siku yang terdiri
dari 3 sisi yang meliputi: hypotenuse, opposite, dan adjacent. Sketsanya seperti

pada Gambar 3.1 berikut.
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Gambar 3.2 Sketsa Hypotenuse, Opposite, dan Adjacent Pada Segitiga
Siku-siku

Untuk mempermudah pemahaman tentang keenam fungsi trigonometri,
umumnya istilah hypotenuse, opposite, dan adjacent diganti dengan sisi miring
(mi), sisi depan (de), dan sisi samping (sam). Misalkan segitiga pada Gambar 3.1
(segitiga ABC) memiliki sudut CAB sebesar x, maka fungsi sin x pada segitiga ABC
dikatakan sebagai hasil pembagian antara sisi depan dan sisi miring, atau bisa

ditulis sinx = %- Sedangkan fungsi cos x pada segitiga ABC merupakan hasil
pembagian antara sisi samping dan sisi miring, atau bisa ditulis cos x = % Fungsi

tan x pada segitiga ABC dikatakan sebagai hasil bagi dari sisi depan dan sisi

samping, atau bisa ditulis tan x = s:'l—fn.

Sudut-sudut pada fungsi trigonometri dibagi menjadi 4 kuadran, yaitu:
a. Kuadran |
Daerah kuadaran | meliputi daerah yang dibatasi sudut 0° < x < 90°. Pada
kuadran ini sin x dan cos x bernilai positif, sehingga mengakibatkan tan x, sec
X, cosec, dan cot x juga bernilai positif. Kuadran | berlaku sifat-sifat berikut.
1) sin (90° — x) = cos X
2) cos (90° — x) = sin x
3) tan (90° — x) = cot x
4) sec (90° — x) = cosec X
5) cosec (90° — x) = sec x
6) cot (90° — x) = tan x
(Purcell & Vaberg, 2015)

b. Kuadran Il
Daerah kuadaran Il meliputi daerah yang dibatasi sudut 90° < x < 180°. Pada

kuadran ini sin x bernilai positif, sedangkan cos x bernilai negatif, sehingga
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mengakibatkan cosec x bernilai positif, tetapi tan x, sec x, dan cot x juga bernilai
negatif. Kuadran Il berlaku sifat-sifat berikut.
1) sin (90° + x) = cos X
2) cos (90° + x) = -sin X
3) tan (90° + x) = -cot X
4) sec (90° + x) = -cosec X
5) cosec (90° + x) = sec X
6) cot (90° + x) = - tan X
7) sin (180° - x) = sin X
8) cos (180° - xX) = -cos x
9) tan (180° - x) = -tan X
10) sec (180° - x) = -sec X
11) cosec (180° - X) = cosec X
12) cot (180° - x) = -cot x
(Purcell & Vaberg, 2015)

c. Kuadran Il

Daerah kuadaran Il meliputi daerah yang dibatasi sudut 180° < x < 270°. Pada
kuadran ini sin x dan cos x bernilai negatif, sehingga mengakibatkan cosec x
dan sec x bernilai negatif, sedangkan tan x dan cot x bernilai positif. Kuadran Il
berlaku sifat-sifat berikut.
1) sin (180° + x) = -sin X
2) cos (180° + x) = -cos X
3) tan (180° + x) = tan X
4) sec (180° + x) = -sec x
5) cosec (180° + x) = -cosec X
6) cot (180° + x) = cot X
7) sin (270° - x) = -cos X
8) cos (270° - xX) = -sin x
9) tan (270° - x) = cot X

10) sec (270° - x) = -cosec x

11) cosec (270° - X) = -sec x

12) cot (270° - x) = tan x

(Purcell & Vaberg, 2015)
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d. Kuadran IV

Daerah kuadaran IV meliputi daerah yang dibatasi sudut 270° < x < 360°. Pada
kuadran ini sin x bernilai negatif, sedangkan cos x bernilai positif, sehingga
mengakibatkan sec x bernilai positif, sedangkan cosec x, tan x, dan cot x
bernilai negatif. Kuadran Il berlaku sifat-sifat berikut.
1) sin (270° + x) = -cos X
2) cos (270° + x) = sin X
3) tan (270° + x) = -cot X
4) sec (270° + x) = cosec X
5) cosec (270° + x) = -sec x
6) cot (270° + x) = -tan X
7) sin (360° - x) = -sin x
8) cos (360° - x) = cos X
9) tan (360° - x) = -tan x

10) sec (360° - x) = sec x

11) cosec (360° - X) = -cosec X

12) cot (360° - X) = -cot x

(Purcell & Vaberg, 2015)

Secara grafik, keempat kuadran fungsi trigonometri digambarkan seperti
Gambar 3.2.

50

S5in = + Sin = 4+
Cos = - Cos = +
0
180
Sin = Sin = -
Cos = Cos = +

1 v

270

Gambar 3.3 Kuadran Fungsi Trigonometri
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2. Definisi Integral Tak Tentu Fungsi Trigonometri

Integral tak tentu fungsi trigonometri merupakan “bentuk integral yang
integralnya berbentuk fungsi trigonometri dan memiliki variabel integrasi yang tak
terbatas” (Edutafsi.com, 2018). Karena variabel integrasinya tidak memiliki
batasan, maka hasil dari integral tak tentu fungsi trigonometri hanyalah berupa
penyelesaian umum yang juga dalam bentuk fungsi trigonometri ditambah dengan
tetapan integrasi yang disimbolkan dengan huruf c. Karena fungsi integran (fungsi
yang diintegralkan) berbentuk fungsi trigonometri, maka penyelesaiannyapun
melibatkan beberapa konsep atau identitas trigonometri. Oleh sebab itu, konsep
dasar pada bab ini adalah materi Turunan Fungsi Trigonometri yang sudah

dipelajari pada Kalkulus 1.

3. Rumus Dasar Fungsi Trigonometri
Seperti yang sudah dibahas pada bab sebelumnya, bahwa integral adalah
operasi balikan dari turunan, maka fungsi trigonometri dapat diselesaikan dengan
berpatokan pada hasil dari turunan beberapa fungsi trigonometri. Untuk
mempermudah pemahaman tentang rumus dasar fungsi trigonometri, perhatikan
Gambar 3.3 berikut.

Sin X ﬁ%

—-Cos X

Gambar 3.4 Sketsa Turunan dan Integral Fungsi Trigonometri

Dari Gambar 3.3 dapat dilihat bahwa aturan dasar integral tak tentu untuk
untuk fungsi trigonometri adalah:
1. [sinxdx = —cosx + ¢
2. [cosxdx =sinx+c
3. [—sinxdx =cosx +¢

4. [ —cosxdx =—sinx+c
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Selain rumus dasar tersebut, berdasarkan turunan fungsi trigonometri,
berlaku rumus dasar sebagai berikut.
1. [sec?xdx =tanx +c
2. [cosec?xdx = —cotx + ¢
3. [secxtanx dx = secx + ¢
4. [ cosecx cotxdx = —cosecx + ¢

(Purcell & Vaberg, 2015)

4. Aturan Kelinieran Integral Tak Tentu Fungsi Trigonometri
Sama seperti pada integral tak tentu fungsi aljabar, pada integral tak tentu
fungsi trigonometri juga berlaku aturan kelinieran. Misalkan diketahui dua fungsi,
yaitu fungsi f dan g, dimana kedua fungsi tersebut mempunyai integral, maka
berdasarkan aturan kelinearan berlaku sifat sebagai berikut.
a. [kf(x)dx =k /[ f(x)dx k = koefisien
b. [[f(x) + g()]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
c. JIfG)—gldx =[f(x)dx — [ g(x)dx
(Slamet H.W., 2003)

Contoh:

Selesaikan soal-soal integral berikut.
1. [ —sinxdx

2. [ —cosxdx
3. [2cosxdx

4. [—3sinxdx
5. [ —5sec?x dx
6. [(sinx + cosx) dx

7. [(—sinx — cosx) dx

8. [(3sinx — 2 cosx) dx
9. [(sec?x + cosec ?x) dx

10. [—2secxtanx dx

Penyelesaian:
1. [ —2sinxdx
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Dari rumus dasar [ sinxdx = —cosx + ¢ dan aturan kelinieran [k f(x) dx =
k [ f(x)dx, maka:

[ —sinxdx =—2 [ sinxdx

= —2(—cosx) +c

=2cosx+c

2. [—4cosxdx = —4 [ cosxdx
= —4(sinx) +c

= —4sinx +c

3. f%cosxdx =%fcosxdx
= %(sinx) +c

1 .
= ESl?’lX-FC

4. f—%sinxdx = —%fsinxdx

= —%(—cosx) +c

3
= ZCOSX +c

5. [ —5sec?xdx = =5 [ sec?xdx

= —5tanx + ¢

6. [(sinx + cosx)dx = [ sinxdx + [ cosx dx

= —cosx +sinx+c

7. [(—sinx —cosx)dx = [ —sinxdx — [ cosx dx

=cosx —sinx + ¢

8. [(3sinx — 2cosx)dx = [3sinxdx — [ 2 cosxdx
=3 [sinxdx —2 [ cosxdx
= 3(—cosx) — 2(sinx) + ¢

= —3cosx —2sinx +c
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9. [(sec?x + cosec?x) dx = [sec?xdx + [ cosec ?xdx

=tanx —cotx + ¢

10. [—2secxtanx dx = —2 [ secxtanx dx

C. Latihan Soal

Selesaikan soal-soal integral tak tentu fungsi trigonometri berikut.

1. [ —/3sinx dx
2. f—zcosxdx

3. [2cosx.tanx dx

4, fSin “x dx

sinx

5. [ 2cosecx.4cotx dx

. f(sin 2x+1)dx

sinx

N

f 2sinx
4cosx

© o

sinZ2x cosZx

D. Daftar Pustaka

. J(3cos™'x.2tanx) dx

. [ 2(—4sec?x + cosec ?x) dx

10. [(—==+ [ ——)dx

—2(secx) +c

—2secx +c
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PERTEMUAN KE 4
ATURAN SUBSTITUSI INTEGRAL TAK TENTU FUNGSI TRIGONOMETRI

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu
menyelesaikan persoalan integral tak tentu fungsi trigonometri dengan aturan

substitusi.

B. Uraian Materi
Seperti aturan substitusi pada fungsi aljabar, untuk menyelesaikan persoalan
integral pada fungsi trigonometri juga dapat diselesaikan jika bentuknya sesuai
dengan bentuk rumus dasar. Jika suatu persoalan integral belum mempunyai bentuk
rumus dasar, maka harus diubah terlebih dahulu dengan aturan substitusi. Aturan
integral substitusi digunakan ketika bagian dari sebuah fungsi merupakan turunan
dari fungsi yang lain. Sehingga umumnya persoalan integral yang dapat diselesaikan
menggunakan cara substitusi terdiri dari 2 faktor, dimana turunan dari salah satu
faktornya memiliki hubungan dengan faktor yang lain. Metode substitusi integral tak
tentu fungsi trigonometri merupakan metode penyelesaian integral dengan
mengubah bentuk fungsi menjadi lebih sederhana dalam bentuk variabel tertentu
yang saling berhubungan dan ditandai dengan adanya pemisalan. Aturan substitusi
digunakan karena tidak semua fungsi dapat diintegralkan dengan rumus dasar atau
metode antiturunan yang sesuai. Walaupun tidak semua soal dapat diselesaikan
dengan aturan substitusi, tetapi adanya aturan ini sangat membantu menyelesaikan
soal-soal trigonometri yang cukup rumit (Ratnadewi; dkk, 2016).
Untuk menyelesakan integral tak tentu fungsi trigonometri dengan aturan
substitusi diperlukan 2 aturan dasar, yaitu:
1. Bentuk baku integral
Misal diketahui bentuk baku integral [[g(x)]"g’ (x)dx, maka harus
dimisalkan u = g(x), dengan du = g'(x)dx, sehingga berdasarkan Teorema
aturan subtitusi integral tak tentu, didapatkan rumus aturan substitusi untuk fungsi

aljabar sebagai berikut.

r+1
Jurdu= +cr+-1
r+1
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Untuk r = -1, maka rumus di atas menjadi :

furdu=1n|u|+c

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

2. Rumus-rumus dasar integral fungsi trigonometri
Rumus-rumus dasar integral untuk fungsi trigonometri terdiri banyak jenis,
namun yang perlu diketahui antara lain:
a. [sinudx =—cosu+c
b. [cosudx =sinu+c
c. [sec’udx =tanu+c
d. fesc?udx = —cotu+c¢
e. [secutanu dx =secu+c

(Thomas, weir, & Hass, 2017)

Contoh:

Selesaikan soal integral berikut dengan aturan substitusi.
1. [cos2xdx

2. [sin3xdx

w

: f%sin 3x dx

4. [ cos(2x + 3) dx

5. [sin(3x — 4) dx

6. [ (2x — 2)cos(x? — 2x + 5) dx
7. [ sin3x cosx dx

8. [(1+ cosx)*sinxdx

9. [cos3xsinx dx

10. (1 + sinx)*cosx dx

Penyelesaian:

1. [cos2xdx
Misal:
u=2x
Maka:
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du =2 dx

dx = % du, sehingga:

[cos2xdx = fcosu.%du
= %f cosudu
= %sinu +c

1 .
=Esm2x+c

2. [sin3xdx
Misal:
u=3x
Maka:
du = 3 dx

dx = % du, sehingga:
[sin3xdx = fsinu%du
= %f sinu du
1

= §(—cosu) +c

1
= —Ecos3x+c

3. f%sin 3x dx
Misal:
u=3x
Maka:
du = 3 dx

dx = % du, sehingga:

f%sian dx = %fsian dx
=%fsinu.§du
=%.§fsinudu
=%(—cosu)+c

1
= —gc053x+c
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4. [ cos(2x + 3) dx
Misal:
u = 2x+3
Maka:
du = 2 dx

dx = % du, sehingga:

[ cos(2x + 3)dx = fcosu.%du
= %fcosudu
= % (sinu) + ¢
= %sinu +c

= %sin(Zx +3)+c

5. [sin(3x — 4) dx

Misal:
u=3x—-4
Maka:
du = 3 dx

dx = % du, sehingga:

[ sin(3x — 4)dx = fsinuédu
= %fsinu du
= é (=cosu) +c
= —%cosu +c

= —§c05(3x -4)+c

6. [(2x —2) cos(x? — 2x + 5) dx
Misal:
u=x%2-2x+5
Maka:
du =2x—2 dx
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_ 1 : :
dx = Py du, sehingga:

— 2 _ — - _r
f(2x — 2) cos(x? — 2x + 5) dx = [ (2x — 2)cosu. ——du
= [cosudu
=sinu+c

=sin(x?2 —2x+5)+c¢

7. [ sin3x cosx dx
Misal:
u=sinx
Maka:

du = cos x dx

— 1 1 -
dx = p du, sehingga:

: 1
[ sin3x cosx dx = [u3.cosx ( )du
CosXx

= Ju®(dw)
= fu3du

8. [(1+ cosx)*sinxdx
Misal:
u=1+cosx
Maka:
du = -sin x dx
dx = —ﬁ du, sehingga:

1

sinx

J(1+ cosx)*sinxdx = [u*sinx.(— du)
= [u*(=du)
=—fu*du

5
u
=-—"+c
5

_ (1+cosx)®
5
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9. [cos3xsinx dx
Misal:
U= Ccos X
Maka:
du = -sin x dx

— 1 H .
dx = — s du, sehingga:

: : 1
[ cos3xsinx dx = [u3.sinx (— : )du
sinx

= [ u3(~du)

10. [(1 + sinx)*cosx dx
Misal:
u=1+sinx
Maka:

du = cos x dx

— 1 1 -
dx = p du, sehingga:

f(1+sinx)*cosxdx = fu“’.cosx.(ﬁ du)
= [u*(dw)
= [u*du

__ (1+sinx)®
- 5

C. Latihan Soal
Selesaikan soal-soal integral berikut dengan aturan substitusi.
1. [ —cos5x dx
2. [ sin(—4x) dx
2 .1
3. [5sinsxdx

4. [ cos(3 — 4x) dx

Fakultas Teknik

Kalkulus 2

31



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

5. [ —sin(—6x + 1) dx

6. [ (—x+ 1)cos(x? — 2x + 5) dx
7. [ —sin®x cos x dx

8. [(3 — cosx)®sinxdx

9. [ cos3x (—sinx) dx

10. [(4 + sinx)® cosx dx
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PERTEMUAN KE 5
INTEGRAL TENTU FUNGSI ALJABAR

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan integral tentu fungsi aljabar.

B. Uraian Materi
Gambaran umum integral tentu adalah alat utama dalam kalkulus untuk
menentukan dan menghitung banyak jumlah penting di berbagai bidang, seperti luas
area, volume, dan rata-rata (Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016). Gagasan
di balik integral adalah bahwa kita dapat secara efektif menghitung luas daerah suatu
kurva dengan memecahnya menjadi potongan-potongan kecil dan kemudian
menjumlahkan  masing-masing bagian dari potongan-potongan tersebut.
Penjumlahan dengan teknik seperti ini dikenal dengan istilah penjumlahan Riemann,
dimana penjumlahan tersebut merupakan konsep dasar dari integral tentu.
1. Definisi Penjumlahan Riemann
George Friedrich Bernhard Riemann, atau yang lebih dikenal dengan nama
Riemann merupakan ilmuwan berkebangsaan Jerman yang lahir di Breselenz,
Kerajaan Hanover, Jerman. Riemann berhasil menemukan sebuah cara untuk
menentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva dengan menggunakan metode
yang disebut penjumlahan Riemann. Penjumlahan Riemann ini dijadikan dasar
untuk menentukan konsep dari integral tentu, baik untuk integral tentu fungsi
aljabar, trigonometri, maupun ekponensial.
Penjumlahan Riemann merupakan salah satu metode untuk menentukan
luas daerah yang dibatasi oleh kurva pada interval tertentu dengan menggunakan
pendekatan nilai luas beberapa persegi panjang sebagai interval-interval dari luas

daerah yang dicari. Konsep ini dirumuskan dengan notasi sebagai berikut.

zn:f(xi)-Axi
i=1

(Purcell & Vaberg, 2015)
Keterangan:
f(x) : fungsi yang diketahui
n : banyak sub interval (banyaknya persegi panjang yang terbentuk)

AX; : lebar interval ke-i
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Xi  : titik sub interval ke-i
titik sub interval dibagi menjadi tiga jenis, yaitu titik ujung kiri sub interval, titik
ujung kanan sub interval, dan titik tengah sub interval, dimana setiap jenis titik
interval tersebut memberikan hasil yang berbeda.

Untuk menghitung luas daerah yang dibatasi oleh suatu kurva pada interval
tertentu, kita dapat menggunakan aturan "Penjumlahan Riemann”. Misal diketahui
fungsi f yang terdefinisi dalam interval tertutup [a,b], kemudian interval [a,b] dibagi
menjadi n sub-interval ujung kanan yang melewati titik-titik a = Xo < X1 < X2 < X3< X4
= b, Ax = Xi- X1, dan n = 4, maka untuk menentukan luas daerah yang dibatasi

oleh kurva y = f(x), garis Xo = a dan x4 = b diuraikan melalui sketsa berikut.

Gambar 5.5 Penjumlahan Riemann

Berdasarkan Gambar 5.1, menurut penjumlahan Riemann, maka untuk
luas daerah yang dibatasi oleh kurva y = f(x), garis Xo = a, x4 = b, dan sumbu x
dapat ditentukan nilai pendekatan jumlah 4 luas persegi panjang yang
terbentuk, dengan panjang persegi panjang adalah f(x) dan lebar persegi
panjang adalah Ax. Dari Gambar 5.1 dapat disimpulkan bahwa semakin
banyaknya subinterval dan semakin sempitnya lebar subinterval yang diambil
(persegi panjang semakin banyak), maka luas keseluruhan daerah akan

semakin mendekati luas daerah yang sesungguhnya.

2. Definisi Integral Tentu

Kalkulus 2 34



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

Integral tentu atau sering disebut definite integral merupakan limit dari
penjumlahan Riemann sebagai perumuman dari konsep luas suatu daerah.
Misalkan f merupakan fungsi yang terdefinisi dalam interval tertutup [a,b] yang
dapat dilakukan penjumlahan Riemann, maka secara geometri fungsi tersebut
dapat menyatakan jumlah luas persegi panjang. Jika P merupakan partisi yang
lebarnya dinyatakan oleh Axi = x;- xi.1, sedangkan Xx;titik sampel pada interval
ke-i dan |P| merupakan norma P yang menyatakan panjang interval bagian
terpanjang dari partisi P, maka limit penjumlahan Riemann untuk n—e atau

|P|—0 dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut.

lim 2 FE@); = }Jilrgozl:f(fi)(ﬂx)i

b

= lim, ) FEI@)

b
- [ reoax
a
(Edwards & H., 2010)
Berdasarkan rumus di atas, maka dapat disimpulkan bahwa andaikan f kontinu

pada interval [a,b] dan andaikan F merupakan sembarang anti turunan dari f,

maka berlaku integral tentu sebagai berikut.

b
f fG)dx = [F)IL = F(b) - F(a)

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)
Keterangan:
f(x) :fungsiintegran
dx :variabel integrasi
F(x) : hasil integrasi
a : batas bawah variabel integrasi
b . batas atas variabel integrasi

F(a) : hasil integrasi untuk batas atas
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F(b) : hasil integrasi untuk batas bawah
Untuk mengaplikasikan rumus tersebut pada persoalan integral, harus
diperhatikan sifat-sifat integral tentu berikut.

a [ f)dx =0

b. [ f()dx = — [ f(x)dx

c. [Vk.f(x)dx =k [’ f(x)dx, ¢ : koefisien
d. [JLF () +g@ldx = f(0) + [ g(x)dx
e. [JIf(x) — g@ldx = [ f() — [ g(x)dx

f. [)fOdx = [£f()dx + [ f(x)dx, a<b<c
(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Contoh:
Hitunglah penyelesaian dari integral tentu berikut.

a. [’5 dx
b. flz 6x dx

: flz x? dx

o

: f_31%x3 dx

o

P2 dx

1 x2

D

-

J;(x+ 1)% dx

: f03(x —2)%dx

N (o)

(=327 + 4) dx
i [’(3x?+1) dx

j. f_21(4x3 —x2+3)dx

Penyelesaian :

1[5 dx = [5x]3
=53-51
=10

2. f126x dx = 6f12x dx
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6. [J(x+1)?dx = [ (x? +2x + 1) dx
3

3
=[x—+x2+x]
3 2

=(Z+32+3)- (2 +22+2)

=(Z+9+3)-(C+4+2)

7. (= 2)%dx = [ (6 — 4x + 4) dx
_ x3 2 3
= [? —2x° 4+ 4x]0
33 03
- (? 2324 4.3) _ (? +2.02 + 4.0)
—9-18+12

=3

4
8. [i(=3x2 + 4y dx = |-+ 4x]0

= [—x3 + 4x]}

= (=43 + 4.4) — (=03 + 4.0)
=—64+ 16

= —48

9. f13(3x2 + 1) dx = [x3 + x]3
=(33+3)-(1*+1)
=30-2
=28

2
10. f_21(4x3 —x2+3)dx = [4%4 — x; + 3x] )
2

= [x4 4 3x]
3 -1
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(2 -2 +32) - ((-* - L +3.¢-1)

=(16-2+6)- (1-E2-3)

=142
3

- 112
3

C. Latihan Soal
Hitunglah penyelesaian dari integral tentu berikut.
1. [78 dx

2. ff%x dx

3. f_31—x2 dx
4. f_04§x3 dx

5. [0, — % dx

x3

[o2]

: f24(2x + 1)%dx

\'

- 9% dx

(o]

: f03(4x2 +5) dx

©

. f_31(—5x2 —3)dx

10. [* (5x% - 2x% +7) dx
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PERTEMUAN KE 6
INTEGRAL TENTU FUNGSI TRIGONOMETRI

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan integral tentu fungsi trigonometri.

B. Uraian Materi
1. Batas Integral Tentu Fungsi Trigonometri
Integral tentu fungsi trigonometri adalah integral dengan fungsi integran

berupa fungsi trigonometri dan memiliki batas interval tertutup pada variabel
integrasinya. Karena fungsi integran berbentuk trigonometri, maka batas variabel
integrasinya berupa besar sudut dan umumnya dinyatakan dengan = radian,
dengan 7 = 180° (Ratnadewi; dkk, 2016). Radian merupakan satuan sudut suatu
bidang yang dilambangkan dengan “rad”. Hubungan antara sudut dan radian dapat
ditulis sebagai berikut.

1rad =57, 2957...°

1°=0, 0174...°

Satu radian didefinisikan sebagai besar sudut pusat yang panjang busurnya

sama dengan jari-jari, seperti sketsa pada Gambar 6.1 berikut.

h G

1rad

-

Gambar 6.6 Sketsa Besar Sudut 1 Rad

Untuk menemukan hubungan antara derajat dan radian, dapat digunakan

konsep perbandingan sudut pusat dan panjang busur sebagai berikut.
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sudut pusat  panjang busur
3600  Keliling

Misalkan:
Sudut pusat :1rad

Panjang busur :r

Keliling . 2mr
Maka dengan menggunakan konsep perbandingan sudut pusat dan panjang busur
diperoleh:
1 rad T
3600 2mr
2mr.1rad = r.360°
nrad = 180°

Jika dihubungkan dengan fungsi trigopnometri, maka pembagian sudut istimewa
dengan besaran derajat dan radian menurut masing-masing kuadran diuraikan

sebagai berikut.

a. Kuadran |
Tabel 6.1 Sudut Istimewa Kuadran |
X (derajat) 0 30 45 60 90
di 0 3 T T Y3
X (radian) e 2 3 >
. 1 1
sin x 0 Z 2 -3 1
2 2
1 1 1
COoS X 1 — — Z 0
2 V3 2\/E 2
1
tan x 0 §\/§ 1 V3 ~
2
cosec X ~ 2 V2 §\/§ 1
2
sec X 1 §\/3_’ V2 2 ~
1
cot X ~ \3 1 §\/§ 0
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b. Kuadran Il

Tabel 6.2 Sudut Istimewa Kuadran Il

X (derajat) 120 135 150 180
. 2
X (radian) il 3—” 5—” T
3 4 6
1 1 1
sin X — — — 0
5 V3 Zx/i >
1 1
cos X _Z —Z\2 | =23 -1
2 2
1
tan x —/3 -1 —5\/5 0
2
cosec X §\/§ V2 2 ~
2
sec X -2 -2 -3 3 -1
1
cot X —5\/5 -1 —/3 ~
c. Kuadran Il

Tabel 6.3 Sudut Istimewa Kuadran Il

X (derajat) 210 225 240 270
. 7 4
X (radian) n il add 3m
6 4 3 2
. 1 1 1
sin x = = —-= -1
2 2\/z 2\/§
1 1 1
COS X - - - 0
3 3 2\/z 2
1
tan x §\/§ 1 V3 ~
2
cosec X -2 —\2 —5\/§ -1
2
sec X -3 3 -2 -2 ~
1
cot X V3 1 5\/5_’ 1

Fakultas Teknik
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d. Kuadran IV
Tabel 6.4 Sudut Istimewa Kuadran IV
X (derajat) 300 315 330 360
. 7
X (radian) 5—” i ﬁ 2n
3 4 6
1 1 1
sin X i __ _ 0
2 V3 2 V2 2
1 1 1
COoSs X Z Z z 1
2 2 V2 2 V3
1
tan x -3 -1 5\/5 0
2
cosec X — §\/§ -2 -2 ~
2
sec X 2 V2 g\/§ -1
1
cot x - §\/§ -1 -3 ~

2. Aturan Dasar Integral Tentu Fungsi Trigonometri
Secara umum, jika f(x) merupakan sebuah fungsi dalam bentuk trigonometri,
maka integral tentu dari fungsi f(x) dengan batas atas b dan batas bawah a dapat

diselesaikan dengan rumus dasar integral tentu sebagai berikut.

b
f fG)dx = [F)IL = F(b) - F(a)

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

Keterangan:

f(x) : fungsi integran (berbentuk trigonometri)

dx : variabel integrasi (berupa sudut dalam = radian)
F(x) : hasil integrasi

a: batas bawah variabel integrasi (7 radian)

b: batas atas variabel integrasi (m radian)

F(a) . hasil integrasi untuk batas atas

F(b) . hasil integrasi untuk batas bawah

Karena merupakan integral dari fungsi trigonometri, maka acuannya adalah rumus

dasar integral trigonometri berikut.
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a. [sinxdx =—cosx+c
b. [cosxdx =sinx+c

c. [—sinxdx =cosx+c

d. [—cosxdx =—sinx+c
e. [sec?xdx =tanx +c

f. [cosec?xdx = —cotx +c

g. [secxtanx dx = secx +c
h. [ cosecx cot x dx = —cosecx + ¢

(Purcell & Vaberg, 2015)

Untuk mengaplikasikan rumus tersebut pada persoalan integral, harus

diperhatikan sifat-sifat integral tentu berikut.

a [1f(x)dx =0

b. [7 f(x)dx = — [ f(x)dx

c. [V c.f(x)dx =c [ f(x)dx, c: konstanta
d. [PIFG0) + goldx = [ £(x) + J, g()dx
e. [JIf(x) — g@ldx =) f() — [ g(x)dx

f [ fOdx = [ f()dx + [, f(x)dx, a<b<c
(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Contoh:

Hitunglah penyelesaian dari integral tentu berikut.

[EEN

: f:/zcosx dx

N

: f:sinx dx

: f:/32cosx dx

w

D

: f:/43 sinx dx

62

. f:/g (sinx + cosx) dx

o

/4
: fo/ sec?xdx

\‘

/4
.f/ cosec ?x dx
/6

0o

3
.fn/ secxtanx dx
/6
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2m/3
9. fn/4 cosec x cot x dx

/4

10. [™/* (cosec?

(cosec ?x — sec %x)dx
Penyelesaian:

/2 _ . /2
1. f,"" cosx dx = [sinx],
= sin= —sin0

2

=1-0
=1

2. f:sinx dx = [—cosx]¥
= —cosm — (—cos0)
= —(-D-(-D
=2

3. f:/32cosx dx = Zfon/Bcosx dx
_ . /3
= 2[sinx]

= 2(sin§— sin 0)

=2(;V3-0)
=3

4. fon/43 sinx dx = 3f:/4sinx dx
= 3[—cos x]7/*
= 3(—cos% — (—cos0))
1
=3(—3;V3 - (-1)
= 3(0,293)
= 0,879
5. fon/3 (sinx + cosx) dx = [—cosx + sinx]g/3

=(— cosg+ sing) — (—cos0 +sin0)

=(-3+3V3) = (-1+0)

Fakultas Teknik
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= 1,366

6. fonM sec 2x dx = [tan x]g/4

= tan= — tan 0
4

=1-0

=1

/4

7. fn/4 cosec’xdx = [cotx]7)e

/6

i) i)
= cot—— cot—
4 6

=1-+3
= —0,73
8. fg//; secxtanx dx = [secx]zz

T ™
= SeC—- —secC—
3 6

=2-2
=0,85

2m/3

9. fﬂz/n/3 cosec x cot x dx = [—cosec x]n/4

4
2T T
= —cosec—-— (—cosec Z)
~=V3++v2
= 0,26

10. f_ng‘}(cosec 2x — sec ?2x)dx = [— cotx — tan x]g;t/‘t

= (- cot% —tan %) — (—cot(— %) - tan(—g))
=-1-D-0-(1)

=-2-2

=4

C. Latihan Soal

Hitunglah penyelesaian dari integral tentu berikut.
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1. fon/4 —2cosx dx

2. f7f/6—4sinx dx

3. f;/:ZSinx dx

4. fon/43 cosx dx

5. f;r//; (3sinx + 2cos x) dx
6. f;g//: —4sec *x dx

7. f;% —cosec 2x dx

8. f;};ﬂ 2secx.4tanx dx

9. fnz/ﬂ6/3 —3cosec x (—2cot x) dx

10. f4ﬂ/5(sec xtanx + cosec x cot x)dx

/4
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PERTEMUAN KE 7
ATURAN SUBSTITUSI INTEGRAL TENTU FUNGSI ALJABAR

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu
menyelesaiakan aturan dasar integral tak tentu metode substitusi ke dalam fungsi
aljabar.

B. Uraian Materi
1. Definisi Integral Substitusi
Pada materi integral tak tentu fungsi aljabar telah dijelaskan bahwa
misalkan suatu fungsi kontinu pada interval tertutup [a,b] atau a < x < b. Jika F
suatu fungsi sedemikian rupa sehingga F' (x) = f(x) untuk semua x pada [a,b], maka
berlaku

b
[ reoax = (Feolt = Fb) - F@

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

Di sisi lain, pada materi aturan substitusi integral fungsi aljabar, soal-soal
integral dapat diselesaikan jika bentuknya sesuai dengan bentuk rumus dasar. Jika
suatu persoalan integral belum mempunyai bentuk rumus dasar, maka harus

diubah terlebih dahulu dengan aturan substitusi.

Teorema aturan subtitusi integral tak tentu didefinisikan : misalkan g adalah
fungsi yang dapat diintegralkan dan r adalah bilangan rasional kecuali -1, maka :

[g)]™*

f[g(x)]rg’ x)dx = T 1 +c

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

Untuk mempermudah mendapatkan bentuk baku [[g(x)]"g’ (x)dx, maka
harus dimisalkan u = g(x), dengan du = g'(x)dx, sehingga berdasarkan Teorema
aturan subtitusi integral tak tentu, didapatkan rumus aturan substitusi untuk fungsi

aljabar sebagai berikut.
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Untuk r = -1, maka rumus di atas menjadi :
furdu =In|u|+c

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

Dari kedua materi tersebut, maka untuk menentukan aturan substitusi
integral tentu seperti uraian berikut.
Misalkan fungsi g mempunyai turunan yang kontinu pada [a,b], dan misalkan
fungsi f kontinu pada daerah hasil (range) dari g, maka :

f: f(g(x))g’(x)dx = f;((ab))f(u)du ..... dengan u = g(x)

Berdasarkan rumus di atas dan rumus dasar integral tentu, maka misalkan F

merupakan turunan dari f berlaku :

90 fw)du = [Fa)]2%) = F(g(h)) - F(g(a)

Dari uraian tersebut, maka untuk menentukan aturan substitusi integral tentu

berlaku:

b
[ Fla@)g rax = (a9 = Fg®)) - Fg(a)
(Purcell & Vaberg, 2015)

Dari uraian tersebut, dapat dilihat bahwa aturan substitusi integral tentu berbeda
dengan aturan substitusi integral tak tentu. Jika pada aturan substitusi interval yang
diberikan tidak mengalami perubahan, maka untuk aturan substitusi integral tentu

mengalami perubahan, yang semula a < x <b menjadi g(a) <u <g(b).

2. Langkah-langkah Menyelesaikan Integral Substitusi
Untuk memudahkan penyelesaian persoalan integral tentu dengan aturan
substitusi, perlu diperhatikan langkah-langkah berikut.
a. Pastikan fungsi integran berbentuk dasar [[g(x)]"g’ (x)dx. Jika belum, ubahlah
menjadi bentuk tersebut
b. Misalkan bagian dari fungsi integran yang berpangkat lebih dari 2, negatif, atau
pecahan menjadi fungsi u

c. Turunkan fungsi u sehingga diperoleh du = .... dx
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d. Nyatakan nilai dari dx agar sesuai dengan soal yang diberikan, kemudian
substitusikan pemisalan tadi ke integral semula

e. Tentukan interval baru dengan mensubstitusikan interval [a,b] ke dalam fungsi u
f. Ubah [ f(g(x))g’ (x)dx menjadi fj(i’? FWdu

g. Integralkan [ ;((ab)) fw)du

Contoh:
Tentukan penyelesaian integral di bawah ini dengan menggunakan aturan substitusi
integral tentu.

1 [53(3x—1)3dx

2. [f(2x+5)%dx

3. fol(x2 + 1)32xdx

4. f_zl 2x(2x% —1)3 dx

5. f_ll(x2 +2x — D*(2x +2) dx
6. foz(x2 —x+ 1*6x—3)dx
7. folx Vx? +3dx

8. f03 2x Vx% —8dx

4 1
0. fo TETERE dx

2
2 (x+5)*

dx

10. [*

Penyelesaian :
1 [53(3x—1)3dx
Untuk mempermudah metode substitusi, ubah soal tersebut menjadi:

J,(3x = 1)*3 dx

Misal:
u=3x-1
Maka:
du = 3 dx

Karena pada soal variabel integrasinya sudah berbentuk 3 dx, maka langkah

selanjutnya seperti uraian berikut.
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Untuk x=0,makau=3.0-1=-1
Untukx =1, makau=31-1=2
Sehingga:

f01(3x —1)33dx = f_zl uddu

2

_ [u3+1]
T l3+1l_g

_ 24 (_1)4—
T4 a
16 1
4 2
_ 1
-ty

= 3—

2. [f(2x+5)%dx
Misalu=2x +5
Maka:
du = 2 dx
Karena pada soal variabel integrasinya belum berbentuk 1 dx, maka du harus
diubah menjadi %du seperti uraian berikut.
~du = dx
Untuk x=0, makau=1
Untuk x=1, makau =2
Sehingga :
fol(Zx +5)3dx = flz u3.%du

= %flz u3du

Kalkulus 2 51



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

16 1

T8 8
1

=2z
8
7

=1-
8

3. fol(x2 + 1)32x dx
Misal :u = x? + 1, maka du = 2x dx
Untuk x =0, makau =1
Untuk x=1, makau=2
Sehingga :
fol(x2 +1)3%2x dx = flz uddu

2

_ [u3+1]
T 13+1 1

4. [° 2x(2x? —1)% dx

Ubah menjadi [ (2x® — 1)32x dx

Misal:
u= 2x>-1
Maka:
du = 2x dx

untuk x =-1, makau=2.(-1>-1=1
untuk x =2, makau=222-1=7
sehingga:

f_21(2x2 —1)32xdx = f17 wddu
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5. f_ll(x2 +2x — 1D*(2x +2) dx
Misal:
u=x2+2x-1
Maka:
du = (2x + 2) dx
untuk x =-1, makau = (-1)2+ 2(-1) - 1=-2
untuk x =1, makau=(1)?+2(1)-1=2

sehingga:
f_ll(x2 +2x —1)*Q2x+2) dx = f_zz utdu
uA+112
- [l
us1?
=[5,
=2 _(2°
5 4
_32_ (3
4 4
=16

6. foz(x2 —x+ 1D*(6x —3) dx
Misal:
u=x?—x+1
Maka:
du = (2x - 1) dx
Karena pada soal variabel integrasinya belum berbentuk (6x — 3) dx, maka du
harus diubah menjadi 3 du seperti uraian berikut.
3 du = (6x — 3) dx
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Untuk x =0, makau=02-0+1=1
Untuk x =2, makau=22-2+1=3
Sehingga:

2 3
Jo&? —x+ D*(6x —3)dx = [[ u*.3du

_ 3. 4
=3 [ udu
L2
- [4_+1 _,
1512

=[5l

_ 25 (=2)®
T s 4
_ 32 (=32
T4 4
=16

7. folx\/mdx
Misal:
u=x2+3
Maka:
du = 2x dx
~du = x dx
Untuk x=0, makau =3
Untuk x=1, makau=4
Sehingga :
folx\/mdx = f:ul/z.%du

=1 [*yt2gy
293

4
1[u3/2]
= -\
2|5+ 3
<,
=15,

3 1
(uz dapat diubah menjadi u'z atau u vu)

4
[,
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-(59)- (%)
-()-9)

8. f03 2x Vx? — 8dx
Ubah menjadi [’ ¥xZ — 8 .2x dx

Misal:
u=x*-8
Maka:

du = 2x dx

Untuk x =0, makau=0°-8=-8
Untuk x =3, makau=32-8=1

Sehingga:
f03 Vx2 —8.2xdx = f18 Yu du
= f18 ul/3 du
],
RER .
e
EAR

_371,,4/3 8
T4 [u ]1
(u§ dapat diubah menjadi 13 atau u )
=3 [u ],

~(848-14D)

=3 _
==(82-1.1)

45
T4

4 1
9. fomdx

Ubah menjadi f04(2x + 1) 3 dx
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Misal:
u=2x+1
Maka
du = 2x dx
ldu=xdx
2
Untukx=0, makau=20+1=1
Untukx=4, makau=24+1=9
Sehingga
[fex+1)3de= [ u3.2du
0 1 "2
—12,-3
=- [ udu

9

1 [u—3+1]
2 1-3+114

2 2
10. f—2 m dx

Ubah menjadi [, (x + 5)~*.2dx
Misal:

u=x+5

Maka

du = dx

2 du =2 dx

Untuk x=-2, makau=-2+5=3
Untuk x =2, makau=2+5=7

Fakultas Teknik
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Sehingga:
f_zz(x +5)7%. 2dx = f37 u™*. 2du

—_9(7,-4
=2 [ u*du
L7
=2 [—4+1]3
7

2 -3]7

C. Latihan Soal
Tentukan penyelesaian integral di bawah ini dengan menggunakan aturan substitusi
integral tentu.

1. f_llx(x2 +1)3 dx
2. [(4x? —5)%2x dx
3. f_11(3x —2)3dx

4. f_zl(x +2)3dx

5. flz 2x? Vx3 + 1 dx
6. f_42x2(x3 + 8)% dx
7. fol xV1 — x2 dx

4 1
8. fomdx

4 x
O Jo
9 1
10, Gy
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PERTEMUAN KE 8
ATURAN SUBSTITUSI INTEGRAL TENTU FUNGSI TRIGONOMETRI

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu
menyelesaiakan aturan dasar integral tak tentu metode substitusi ke dalam fungsi

Trigonometri.

B. Uraian Materi
1. Definisi Integral Tentu Fungsi Trigonometri

Integral tentu fungsi trigopnometri merupakan integral tentu dengan interval
tertutup [a,b] pada fungsi trigonometri. Penggunaan aturan substitusi integral tentu
pada fungsi trigonometri memiliki perbedaan dengan penerapannya pada fungsi
aljabar. Perbedaannya terletak pada: 1) Integral tentu fungsi trigonometri
umumnya menggunakan interval m radian, sehingga untuk menentukan
penyelesaiannya harus mengubah interval tersebut menjadi interval baru dengan
bentuk bilangan real; 2) Pangkat dari fungsi integran pada aturan substitusi integral
tentu fungsi trigonometri umumnya lebih dari 1, negatif, atau pecahan; 3) Pada
beberapa kasus fungsi integran yang memiliki sudut # X, seperti 2x, 3x, 4x, dst,
maka harus sudutnya harus diturunkan menggunakan aturan rantai. Sebagai
acuan dasar, misalkan fungsi g mempunyai turunan yang kontinu pada [a,b], dan
misalkan fungsi f kontinu pada daerah hasil (range) dari g, maka suatu integral
tentu fungsi trigonometri harus dapat diuraikan seperti berikut.

g(a)

{ [ flg)g (dx = | G f(u)du]

(Purcell & Vaberg, 2015)
dengan u = g(x)
Berdasarkan rumus di atas dan rumus dasar integral tentu, maka misalkan F

merupakan turunan dari f berlaku:

g(a)

[ 9B) ¢ du = [F(u)]ZEZB =F(g(b)) — F(g(a)) ]
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Berdasarkan teorema di atas pada integral tak tentu, maka untuk integral tentu
juga berlaku:

[} f(g(x)g' dx = [Faw)??) = F(g(b)) — F(g(a))

Karena merupakan integral dari fungsi trigonometri, maka acuannya adalah rumus
dasar integral trigonometri berikut.

. [sinxdx =—cosx+c¢

a5}

o

. Jeosxdx =sinx +c
c. [—sinxdx=cosx+c

d. [—cosxdx =—sinx+c

[¢]

. [sec?xdx =tanx +c

-

[ cosec xdx = —cotx + ¢
g [secxtanx dx =secx +c
h. [ cosecx cotxdx = —cosecx + ¢

(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Selain acuan tersebut, untuk sudut yang # x perlu diperhatikan aturan rantai
fungsi trigonometri dalam penyelesaiannya. Aturan rantai fungsi trigonometri
didefinisikan sebagai salah satu metode turunan fungsi trigonometri yang
memisalkan sudut yang diketahui menjadi fungsi lain agar dapat diturunkan
dengan aturan bentuk baku, uraiannya sebagai berikut.

Jika diketahui fungsi y = sin ax, dengan a # 0, maka dengan memisalkan u sebagai

ax, turunannya dapat ditulis:

dy dy du
dx du dx

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)
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2. Langkah-langkah Menyelesaikan Integral Tentu Fungsi Trigonometri Dengan

Aturan Substitusi

Untuk memudahkan penyelesaian persoalan integral tentu dengan aturan

substitusi, perlu diperhatikan langkah-langkah berikut.

a. Pastikan fungsi integran berbentuk dasar [[g(x)]"g’ (x)dx. Jika belum, ubahlah
menjadi bentuk tersebut

b. Misalkan bilangan pokok dari fungsi integran yang berpangkat lebih dari 1,
negatif, atau pecahan menjadi fungsi u

c. Turunkan fungsi u sehingga diperoleh du = .... dx

d. Nyatakan nilai dari dx agar sesuai dengan soal yang diberikan, kemudian
substitusikan pemisalan tadi ke integral semula

e. Tentukan interval baru dengan mensubstitusikan interval [a,b] ke dalam fungsi u,
sehingga interval = radian menjadi bilangan real

b , . ocg(b
f. Ubah [ f(g(x))g’(x)dx menjadi f;(z))f(u)du
b

g. Integralkan [ ;((a)) fw)du

Contoh:

Selesaikan integral tentu fungsi trigonometri berikut dengan menggunakan aturan

substitusi.

a. fon/z cos?x sinx dx

b. fon/z sin Sx. cos x dx

C. fon/4 sin 32x. cos 2x dx

d. fon cos?x .2sinx dx

e. fon/z(sin Sx +1).3cos x dx

f. fon/z(sin 3x — 2).2cos x dx

g. fon/z(Z — cos?x) .2sinx dx

h. f"/4tanx.sec2x dx

0

J-TL'/Z cosx
0 +sinx

fon/e cos ~32x.sin 2x dx
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Penylesaian:
a. f:/z cos?x sinx dx
Misal:
U = cos X,
Maka:
du = —sin x dx
-du = sin x dx
Untuk x =0, makau =1
Untuk x = g maka u = 0
Sehingga :
/2 2 . 0 -
Jy “cos?xsinx dx = [ u?(—du)
= —flo u?du
o ourtt 0
_[_ 2+1]1
—_ u3 0
==,
1
=0-(-3)

b. f:/z sin Sx. cos x dx
Misal:
u =sin X
Maka:
du = cos x dx
Untukx=0—->u=sin0=0
Untukx=§—>u=sin§:1
Sehingga:

/2 . 1
fo/ sin>x.cosx dx = [ u>du

1

_ [u5+1]
5+11g
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C. f:“ sin 32x. cos 2x dx

Misal:

u = sin 2x

Fakultas Teknik

Gunakan aturan rantai untuk menentukan turunan dari fungsi u, seperti uraian

berikut.
Misal:

v = 2X — u = sin v (dimisalkan menjadi v karena u sudah digunakan)

Maka:
w_,

dx

au _ cosvVv
dv -

Dengan aturan rantai diperoleh:

du _ dv du

dx ~ dx dv
= 2.cosv
= 2.€0S 2x

du = 2 cos 2x dx
% du = cos 2x dx
Untuk x=0—->u=sin2x=sin0=0
Untukx =SS u=sin2S=1

4 4
Sehingga:

f:“ sin 32x. cos 2x dx = fol u 3(% du)

1,1
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d. [, cos?x 2sinx dx
Misal:
U = COoS X
Maka:
du = -sin x dx
-du = sin x dx
Untuk x =0, makau=cos0=1
Untuk x =, makau=cosm = -1
Sehingga:

" cos?x 2sinx dx = 2 [ cos®x sinx dx
fo 0
=2 fl_luz (—du)

=-2 fl_luz du
_ w2+l
=—2 [2+1]1
-1

-2f2],

=2 (-1 -1

3

e. f:/z(sin Sx 4+ 1).3cos x dx
Untuk model fungsi integran seperti no.5 perhatikan uraian berikut.
f:/z(sin 5x +1).3cosx dx =3 f:/z(sin 5x + 1) cosx dx
=3 f:/z(sin 5x.cosx + cos x)dx

=3 (fon/z sin Sx. cos x dx + fon/z cosx dx)

\ | )\ | J
A B

Selesaikan integral A dengan aturan substitusi dan B dengan aturan integral

tentu

Untuk fon/z sin ®x. cos x dx
Misal:

u=sinx

Maka:

du = cos x dx
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Untuk x =0, makau=sin0=0
Untuk x = % maka u = sin % =1
Sehingga:

7% sin Sx. cos x dx = fol u® du

0
1

. [u5+1]
“ls+1ly

Untuk fon/ % cos x dx menggunakan aturan integral tentu sebagai berikut.
f:/z cosx dx = [sin x]g/2

. T .
= 51n5—51n0

Jadi:
f:/z(sin 5x +1).3cosx dx = 3 (fon/z sin Sx. cos x dx + fon/z cosx dx)
=3(z+1)
7
=3(0)

21

f. f:/z(sin 3x —2).2cosx dx = 2 f:/z(sin 3x —2).cos x dx
=2 f:/z(sin 3x.cosx — 2 cosx) dx
=2 (fon/z sin 3x.cosx dx — fon/z 2 cosx dx)

Untuk fon/z sin 3x.cosx dx
Misal:

u = sin X

Maka:

du = cos x dx

Untuk x =0, maka: u=sin0=0
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untuk x = % maka: u = sin % =1
Sehingga:
T[/Z . 3 _ 1 3
Jo “sinPx.cosx dx = [ju®du
w3+l
- [3+1]0
1

=[],

Untuk fon/22cosx dx

f:/22cosx dx = Zfon/zcosx dx

= 2[sinx]7/?
= 2(sin§ — sin 0)
=2(1-0)
=2
Jadi:
f:/z(sin 3x —2).2cosx dx =2 (fon/z sin3x.cosx dx — fon/z 2 cosx dx)

-2(:-2)

14

4
7T/2 2 . 71'/2 2 .
g J, "(2—cos?x) 2sinxdx =2 ['°(2 — cos?x) sinx dx
=2 f:/z(z sinx — cos?x. sin x) dx
=2 (fon/z 2sinx dx — fon/z cos?x.sin x dx)

Untuk fon/z 2sinx dx

f:/ZZSinxdx = Zf:/zsinxdx

= 2[—cos x]g/2
= 2(—cos§ — (—cos0))

=2(00-(=1)
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=2
Untuk fon/z cos?x.sin x dx
Misal:
U = cos X
Maka:
du = sin x dx
Untuk x=0, makau=cos0=1
Untuk x =7, maka u = cos > = 0
Sehingga:
fon/z cos?x.sin x dx = flo u?du

0

_ [u2+1]
T l2+1ly

Jadi:

/2 . _ /2
Jo 72 = cos®x) 2sinx dx = 2 (fo

20~ (-2)

. /2 .
2sinxdx — [ /2 cos?x. sin x dx)

h. f:Mtanx.sec Zx dx

Misal:

u =tanx

Maka:

du = sec?x dx

Untuk x =0, makau=tan0=0

Untuk X =%, maka u :tangz 1

Sehingga:

fﬂ.’/‘l—

1
2 —
o, tanx.sec’x dx = [ udu

1

_ [u1+1]
T L1+l
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/2 cosx __ (/2 cosx
b =

0 +sinx —Jo  (sinx)1/2
= foﬂ/z (sinx)~Y2.cos x dx
= f:/z sin "Y/2x.cos x dx
Misal:
u=sin x
Maka:

du = cos x dx
Untuk x=0, makau=sin0=0
untuk x =§, maka u = singz 1

Sehingga:

fn/z cosx

—_ (1, -1/2
o mdx—fou du

~ 2[d,
=2(1-+0)
=2

f:/e cos ~32x.sin 2x dx

Misal:

U = cos 2X

Fakultas Teknik

Gunakan aturan rantai untuk menentukan turunan dari fungsi u, seperti uraian

berikut.

Misal:

v = 2X — U = cos Vv (dimisalkan menjadi v karena u sudah digunakan)

Maka:
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av _
dx
&~ sinv
dv
Dengan aturan rantai diperoleh:
du _ dv du
dx  dx ' dv
= 2.(—sinv)
= —2.sin2x

du = -2 sin 2x dx
—%du = sin 2x dx

Untuk x=0 —->u=cos2x=cos0=1
Untukx=2 > u=cos2%=1

6 6 2
Sehingga:

f:/ﬁ cos “32x.sin2x dx = fll/zu 3(-

1

) du)

_ 1 ,1/2 3

=—>J,"u’du
1[u‘3+1]1/2
21-3+114

1 [u‘2 1/2

C. Latihan Soal

Selesaikan soal-soal berikut dengan aturan substitusi integral tentu!

1. f_né/zz(sin Zx — 2).cos x dx

s .
2. [, 3cos ?x.sinx dx

w

: f:/z cos 22x.sin 2x dx
/2 2
4. fn/4 cotx . cosec %x dx

tanx.sec ?x dx

o

3m/4
I
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6. f_on/4 (tanx + 2).sec 2x dx

7 J-n/z cosx
" 70 Va+3sinx
2w sinx
8. dx
fO V2—cosx

9. fon/6 cos ~32x.sin 2x dx

10. f;n/z(l — sin 2x)3/% . cos 2x dx
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PERTEMUAN KE 9
ATURAN SUBSTITUSI INTEGRAL TAK TENTU FUNGSI EKSPONENSIAL

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan integral tak tentu fungsi eksponensial dengan aturan substitusi.

B. Uraian Materi
1. Definisi Fungsi Eksponensial
Sebelum membahas integral fungsi eksponensial, perlu diketahui terlebih
dahulu mengenai definisi dari bilangan eksponensial. Konsep dari bilangan
eksponensial ditemukan oleh ahli matematika asal Swiss, Leonard Euler. Bilangan
eksponensial merupakan suatu bilangan irrasional yang dilambangkan dengan

huruf e yang berasal dari bilangan Euler, yaitu sebuah bilangan yang merupakan
nilai pendekatan dari bentuk (1 +%)n. Untuk nilai n mendekati tak hingga yang

ditemukan pada tahun 1683 oleh Jacob Bernoulli, Euler memberikan ide mengenai
bilangan e pada tahun 1748, dengan menggunakan aturan limit sebagai berikut.

] 1\" 1 1 1 1
e = lim (1 +—) =1+—=+=+=+—+-
n—-oo n ' ' H
Yang dapat diubah menjadi:
e =lim(1 + n)/?
n-0

(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Jika rumus tersebut disajikan ke dalam tabel dengan pendekatan e dengan x —

+oo seperti Tabel 9.1.
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Tabel 9.1 Hasil dari (1+n)*™ Dengan Pendekatan x — +

T
- 1+ }I (l - }:]

1 2 = 2000000
10 1.1 2.503742
100 1.01 2704814
1000 1.00}1 2.716924
10,000 1.00001 2.718146
100,000 1.00001 2. 718268
1000000 1000001 2. 718280

Dari formulasi tersebut, Euler memperoleh pendekatan nilai e sampai 18 digit
yaitu:

e =2,718281828459045235

Misalkan diketahui b = e yang merupakan satu-satunya basis fungsi
(konstanta) dari kemiringan garis singgung dari kurva y = b* pada titik P yang
merupakan perpotongan dengan koordinat y seperti pada Gambar 9.1 berikut.

Gambar 9.7 Sketsa Konsep Fungsi Eksponensial

Jadi, misalkan garis singgung ke y = e* pada (0,1) memiliki kemiringan (slope) = 1,
maka fungsi f(x) = e* disebut fungsi eksponensial alami (natural exponential
function) (Anton, Bivens, & Davis, 2012). Namun untuk menyederhanakan bahasa,

orang sering menyebutnya dengan fungsi eksponensial, yang ditulis:

exp (x) atau e*
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2. Integral Tak Tentu Fungsi Eksponensial
Untuk mengetahui integral fungsi eksponensial perlu diketahui terlebih
dahulu turunan dari fungsi eksponensial berikut.

{ Jika f(x) = e*, maka f’(x)= e* ]

Dari turunan tersebut dapat disimpulkan bahwa integral fungsi eksponensial dapat

[]exdx=ex+c ]
(Edwards & H., 2010)

Pengembangan dari rumus di atas adalah dengan menggunakan aturan substitusi

ditulis:

dengan bentuk dasar sebagai berikut.

fe“dxze“+c

(Slamet H.W., 2003)

3. Langkah-langkah Menyelesaikan Integral Tak Tentu Fungsi Eksponensial
Dengan Aturan Substitusi
Untuk memudahkan penyelesaian persoalan integral tak tentu fungsi

eksponensial dengan aturan substitusi, perlu diperhatikan langkah-langkah berikut.
a. Pastikan fungsi integran berbentuk dasar [[g(x)]"g’ (x)dx. Jika belum, ubahlah

menjadi bentuk tersebut
b. Misalkan pangkat dari fungsi eksponensial menjadi fungsi u
c. Turunkan fungsi u sehingga diperoleh du = .... dx
d. Nyatakan nilai dari dx agar sesuai dengan soal yang diberikan, kemudian

substitusikan pemisalan tadi ke integral semula

Contoh:

Selesaikan integral fungsi eksponensial berikut menggunakan aturan substitusi
integral tak tentu.

a. [e**dx

b. [3e7* dx
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O

A

1
egdx

d. [xe* dx

e. [e5**3dx

o

f e3X4e—3x

/

f(x + 3)ex2+6x+7dx
. [eXtedx

h |

ex
eX+5

dx

e3%_p—3%

dx

e?*+1
e?¥—1

dx

Penyelesaian:
a. [e* dx

Misal u = 2x,

Makadu:2xdx—>%du=dx

Sehingga:
[e**dx = [e" (% du)

=%feudu

1
=-e¥+¢
2

_ 1 o2x
—-Ze +c

b. [3e”*dx=3[e"*dx
Misal u = 7x
Maka du = 7 dx

ldu=dx
7

Sehingga:

3[e’™dx=3[e’™ dx

=3[e¥ (; du)

=§feudu

Fakultas Teknik
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C. f%dxzfe‘sxdx
Misal u = - 5x
maka du = - 5 dx

—§ du = dx

Sehingga:

fe‘5xdx=feu(—§du)

=—§fe”du

1 u
=——e +c
5

1
=—ce 4

5

=———+c¢

" 5e~sx
d. [xe*dx
Misal u = x?
maka du = 2x dx

lduzxdx
2

Sehingga:
[xe*’dx = [e**x dx
1
= fe“(z du)
= %f etdu
= %e“ +c
=2le 4

2

e. [e5**3dx
Misal:
u=5x+3
Maka:
du=5dx
% du = dx
Sehingga:

[e5**3 dx = [e* % du

Fakultas Teknik
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=1le*du
-/

1 u
=-e"+c
5
_1

- 65x+3 +c

£ [(x+3)eX +6x+7 gy

Misal:

u=x2+6x+7

Maka:

du = (2x + 6) dx

~du = (x + 3)dx

Sehingga:

[(x + 3)eX +6x+7 gy = fe“.% du
= %f e* du
= %e“ +c

1 2
— Eex +6x+7 +c

g [e**¢ dx
Karena koefisien variabel integrasinya belum memiliki bentuk dasar, maka

harus diubah dulu menjadi bentuk berikut.

[eX+e™dx = [e*.e dx

= [e® e¥dx

Misal:

u=e

Maka:

du = e*dx

Sehingga:

[e® e*dx = [ e*du
=e+c
=e® 4¢

h [ dx

Ubah menjadi bentuk berikut agar lebih mudah diintegralkan.

Kalkulus 2 76



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

fe’is dx = [(e* 4+ 5) te¥dx
Misal:

u=e*+5

Maka:

du = e*dx

Sehingga:

f(e* +5)te¥dx = [u'du

=lnu+c

=In(e*+5)+c

e3x_e—3x

P = [ 4 o) 6 - e e

Misal:

U=e3*—g 3%

Maka du dapat dicari dengan mengunakan aturan rantai sebagai berikut.
1) Untuk e3*

Misal:
v=e3x
w = 3X
Maka:
veew & _w
dw
d
W=3x—>=—==3
dx
Sehingga:
v _ v aw
dx ~ dw’ dx
=e%.3
= 3e3¥

2) Untuk 3%
Misal:
v=e 3
w = -3X
Maka:
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dw

w=-3X — - =3
Sehingga:
dv _ dv aw
dx dw’ dx
=e%.-3
= —3e™3*
Jadi:

du = 3e3* + (—3e73%)
= (3e3* — 3e73%)dx
§ du = (e3* — e 3%)dx
Sehingga:
f(e3* +e73%)71 (e3¥ — e™3%)dx = fu‘lé du
= %fu‘l du
=§mu+c

= %ln(e“ +e ) +c

f e2x+1

P dx

Karena bilangan pokok dari fungsi integran terdiri dari 2 jenis bilangan
(eksponensial dan bulat), maka harus diubah dulu menjadi bilangan pokok yang
keduanya merupakan bilangan eksponensial, seperti uraian berikut.

J () == 5

e2x—-1) e™% e

=[(e¥X—e™) (e*+e¥)dx

Misal:

u=e*—e™*

Maka:

du=(e* + e ¥)dx

Sehingga:

[ (e*—e™) Y eX*+e ™ )dx=[ uldu

=lnu+c

=In(e*—e™)+c
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C. Latihan Soal
Selesaikan integral fungsi eksponensial berikut menggunakan aturan substitusi
integral tak tentu.

1. [e*t3dx
2. [eSdx
3. [xe ™ dx
4. [2F dx
5. [2x%e™** dx
/x
6. &, dx
1
7. f(esz + eE) dx
eVx
9. fli:x dx

10. [eSi"* cosx dx

D. Daftar Pustaka
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PERTEMUAN KE 10
ATURAN SUBSTITUSI INTEGRAL TENTU FUNGSI EKSPONENSIAL

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan integral tentu fungsi eksponensial dengan aturan substitusi.
B. Uraian Materi

1. Hubungan Fungsi Eksponensial dengan Logaritma Natural

Fungsi eksponensial adalah invers dari fungsi logaritma natural (In), yang

[ y=Ilnx & x:ey]

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

dapat ditulis:

In merupakan suatu konsep pengembangan dari aturan logaritma. Logaritma
dengan basis angka 10 disebut logaritma umum, yang disimbolkan dengan *°log x
atau logio b, namun umunya ditulis log x. Misalkan diketahui b > 0 dan b # 1, maka

nilai positif dari x dapat ditulis
logp x

dengan f(x) = log, x dapat disebut fungsi logaritma dengan basis b.
(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Dari definisi tersebut, fungsi logaritma dapat didefinisikan sebagai kebalikan

(invers) dari fungsi eksponensial. Perhatikan Gambar 10.1. berikut.
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Gambar 18 Grafik Fungsiy = b* dan y = logs X

Jika b > 0 dan b # 1, maka grafik fungsi y = b* akan berimpit dengan sumbu x,
sehingga b* memiliki invers, yaitu y = logs x. Dari teorema ini, jika fungsi y = logp X
digambarkan dengan suatu grafik dengan berbagai nilai b (misal: 2, e, 4, dan 10)
seperti Gambar 10.2. berikut.

s

—

Gambar 19 Grafik y = logs, X dengan b = 2, e, 4, dan 10

Pada Gambar 10.2 dapat dilihat bahwa pada semua basis b, semua kurva
melewati titik (1,0). Karena salah satu basis merupakan bilangan eksponensial
(e), maka fungsi tersebut disebut fungsi logaritma natural karena fungsi y = loge
b merupakan invers dari fungsi eksponensial e*. Secara umum, fungsi logaritma
natural dari x ditulis In x (dibaca len x). Perhatikan teorema berikut.

Misal:

Untuk In 1 =0, makae®=1

Untukine=1, makael=e
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Untuk In % =-1, makae!l=

Q| =

Untuk In e? =2, maka e? =2

Sehingga dari permisalan tersebut dapat diperoleh teorema bahwa:

y = In x jika dan hanya jika x = &Y
(Purcell & Vaberg, 2015)

2. Sifat-sifat fungsi eksponensial
Dengan adanya teorema pada poin 1, maka fungsi eksponensial juga
memiliki sifat yang perlu diketahui untuk mendukung perhitungan integral tentu
fungsi eksponensial, sifat-sifat tersebut adalah:
a. enx=x, untuk semuax>0,x €R

b. In(e)=x,x€eR

Contoh:

Selesaikan fungsi In dan eksponensial berikut dengan menggunakan sifat-sifat
fungsi eksponensial!

a. 2Ine

b. -3Ine!

c. -Ine*

d. >

In e

|n esin X

- o

®

Penyelesaian:

a.2lne’=2.In1
=20
=0

b. -3Inel=-3.ne

=-3.1
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=3

C. -Ine®=-1.2x
=-2X

e. InVe =Inel?

1
2
f. IneS"*=sin x
g. enz=2

h. eln(x2+1) =x24+1

. 3
i ean = eln8

3. Integral Tentu dan Aturan Substitusi Fungsi Eksponensial

Fakultas Teknik

Sama dengan integral tentu fungsi lainnya, integral tentu fungsi eksponensial

merupakan aplikasi dari integral tentu sebagai berikut.

b
[ reoax = (ratt = F) - F@

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)
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Untuk setiap batas integral tertentu, integral fungsi eksponensial harus
diselesaikan dengan menggunakan metode substitusi. Misalkan fungsi g
mempunyai turunan yang kontinu pada [a,b], dan misalkan fungsi f kontinu pada
daerah hasil (range) dari g, maka :

g(b)

b
f f(9(0)g' (0dx = f fawdu

g9(a)

(Purcell & Vaberg, 2015)
dengan u = g(x)
Berdasarkan rumus di atas dan rumus dasar integral tentu, maka misalkan

F merupakan turunan dari f berlaku :

g(b) B
J o TO0du = [Fadl = Flg®) - Flg(@)
g(a

Berdasarkan teorema di atas pada integral tak tentu, maka untuk integral

tentu juga berlaku :

b
[ #g@)g' @ax = Fass) = F(g®) - Flg(@)

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

Karena merupakan integral dari fungsi eksponenesial, maka acuannya

adalah rumus dasar integral eksponensial sebagai berikut.

[ [eax=erse ]

(Edwards & H., 2010)

3. Langkah-langkah Menyelesaikan Integral Tentu Fungsi Eksponensial
Dengan Aturan Substitusi
Untuk memudahkan penyelesaian persoalan integral tentu fungsi

eksponensial dengan aturan substitusi, perlu diperhatikan langkah-langkah berikut.
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a. Pastikan fungsi integran berbentuk dasar [[g(x)]"g’ (x)dx. Jika belum, ubahlah
menjadi bentuk tersebut

b. Misalkan pangkat dari fungsi integran menjadi fungsi u

c. Turunkan fungsi u sehingga diperoleh du = .... dx

d. Nyatakan nilai dari dx agar sesuai dengan soal yang diberikan, kemudian
substitusikan pemisalan tadi ke integral semula

e. Tentukan interval baru dengan mensubstitusikan interval [a,b] ke dalam fungsi u

f. Ubah f;f(g(x))g’(x)dx menjadi f;((f))f(u)du

g. Integralkan [ ;((ab)) fw)du

Contoh:
Tentukan nilai integral-integral tentu fungsi eksponensial berikut dengan

menggunakan aturan susbstitusi!
a. f01 e ldx
b. f_zlex“dx

in3 e* VeX + 2dx

in1

: foln3 e*(1+ e)Y%dx

. fllnnlz e*(1—e)3dx

o

D

Penyelesaian:
a. folezx‘ldx
Misal:
u=2x-1
Maka:
du =2 dx
%du =dx
Untuk x =0, makau =-1
Untuk x =1, makau=1
Sehingga:
fol e?* 1dx = f_ll e“.%du

= %f_ll etdu
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1
= 5[€u]£1
=;(el—e™)

Gunakan kalkulator scientific untuk menghitung hasilnya

= (2,718 - 0,368)
1

- 5(2)35)

= 1,175

b. f_zle"“dx
Misal:
u=x+1
Maka:
du = dx
Untuk x = -1, makau =0
Untuk x = 2, maka u =3

Sehingga:
f_21 e*tldx = f03 etdu
= [e*]3
= (e3¢
= (20,086 — 1)
= 19,086

C. flmz e* eXdx

ni

Harus diubah dulu menjadi bentuk baku sebagai berikut.

fllnz e*eXdx = fll:f e* (e*)Y2dx

nil
= ll:f (e¥)V2eXdx
Misal:
u=e”*
Maka:
du = e*dx

Untuk x=In1, makau=e"t=1
Untuk x=In2, makau=e"2=2

Sehingga:
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In2 2 _ 2 1/2
Jins (e e¥dx= [ u 2du

d. folnBex(l_i_ex)l/de
Misal:
u=1+e*
Maka:
du = e*dx
Untuk x =0, makau=1+¢e=2
Untuk x=1In 3, makau=1+e"3=4

sehingga:
f;m e*(1+e)2dx = f;ul/zdu
2 4
=:1w"],
— %(43/2 _ 23/2)

_16-42
===

e. fllnnlz e*(3 —e*)3dx
Misal:
u=3-¢e
Maka:
du = e* dx
Untuk x=In1, makau=3—-e"t=2

Untuk x=In2, makau=3—-eh2=1
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Sehingga:
fllnz X(3—e*)3dx —f uddu

=" =@
_1-16

C. Latihan Soal

Tentukan nilai integral-integral tentu fungsi eksponensial berikut dengan
menggunakan aturan susbstitusi

1. f01e3x_1dx

2. f_3 2e**2dx

3. 1% eX(—e* + 4)%dx
4. fln24ex(3+ex)3dx

5. fln3 e*

In3 e"+4

6. fln3 ex dx

In2 (ex— 2)2

7. % ex Ye¥ ¥ 2dx
8. fllnnlz 3e* /e* + 1dx

In3 ex
9. f In1 \/ex+

In2 e*

10, 177, 7o d
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PERTEMUAN 11
INTEGRAL FUNGSI RASIONAL

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaiakan aturan dasar integral fungsi rasional.

B. Uraian Materi
1. Definisi fungsi rasional
Fungsi rasional adalah suatu fungsi yang dinyatakan dalam bentuk F(x) =

%, dimana f(x) dan g(x) adalah fungsi aljabar suku banyak (polinom) dengan

syarat derajat polinom pembilang lebih kecil dari penyebut dan g(x) # 0. Fungsi

aljabar suku banyak adalah suatu fungsi yang dinyatakan sebagai berikut.

[f(x) =—ag+ aiXx + axx?+ ax®+...+ax", n=1,23, ... ]

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

Fungsi rasional dibagi menjadi 2 macam, yaitu:
a. Fungsi Rasional Sejati
Fungsi rasional sejati adalah fungsi rasional yang derajat polinom
pembilangnya lebih besar daripada derajat polinom penyebutnya.
(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

Contoh:
D@ =mms
2) f(x) = ﬁ

b. Fungsi Rasional Tidak Sejati
Fungsi rasional tidak sejati adalah fungsi rasional yang derajat polinom
pembilangnya lebih besar atau sama dengan derajat polinom penyebutnya.
(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

Contoh:
2_2x+4
1) f(x) =22
2) F(x) = x542x3—x+1

x3+5x
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Karena syarat fungsi rasional harus memiliki derajat polinom pembilang lebih
kecil dari penyebut, maka untuk fungsi rasional tidak sejati harus diubah
menjadi fungsi rasional sejati dengan cara pembagian bersusun. Misal pada

contoh no.2 sebagai berikut.

¥ 3
X= 2

BeSx xS+ 263 - x+1
x5 + 5x?
I X
- 323 - 15x
14x + |
. . Si
Dengan menggunakan rumus pembagian H(x) = Hasil +Pen$:;gi , maka
diperoleh:
St2x3—x+1 14x+1
f) =" =x? -3+~

x3+5x x3+5x

2. Integral Fungsi Rasional
Pada subbab ini akan ditunjukkan bagaiamana mengekspresikan fungsi
rasional (hasil bagi polinomial) sebagai jumlah fraksi yang lebih sederhana, yang
disebut fraksi parsial (Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016), agar lebih
mudah diintegralkan. Dalam menentukan integral fungsi rasional, langkah yang
ditempuh adalah:

a. Nyatakan integrannya dalam bentuk fungsi rasional sejati.

b. Faktorkan penyebut g(x) dari fungsi rasional F(x) = % sampai tidak dapat

difaktorkan lagi.
c. Pada poin b, g(x) dapat berupa kombinasi antara:
1) Fungsi linear berbeda, dengan bentuk sebagai berikut.
g(x) = (x-a) (x-b) (x-c)... dengan a,b,c,...€e R

2) Fungsi linear berulang, dengan bentuk sebagai berikut.

g(x) = (x-a)"

g(x) = (x-a)(x-a)(x-a) ... sebanyak n, dengan a € R
3) Fungsi liner dan kuadrat, dengan bentuk sebagai berikut.

g(x) = (x - a)(ax?+ bx +¢c)
atau
g(x) = (ax?+ bx + c) (px?+ gx +r) .... fungsi kuadrat berbeda

g(x) = (ax?+ bx + ¢)" .... fungsi kuadrat berulang
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4) Nyatakan integran menjadi bentuk penjumlahan n-pecahan parsial sehingga
integran dapat ditentukan integralnya, dengan bentuk sebagai berikut.

f(x) Ay A, . I
= = n t kombinasi linier ber

P arTR R —— (penyebut kombinasi linier berbeda)
f&x) _ A Az Az

500 = @ T @z iy - (kombinasi linier berulang)

C) f(x) A1X+Bl A2x+BZ
g(x)  aix2+bix+c;  apx?+byx+cy

+ .- (kombinasi kuadrat berbeda)

(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

5) Integralkan secara keseluruhan jumlah n-pecahan parsial tersebut yang

merupakan hasil akhir pengintegralan dengan terlebih dahulu menentukan
konstanta Ai, Az, ... Andan Ba, By, ... Bn.

Contoh:

Tentukan hasil dari integral fungsi rasional berikut.
2

a. fmdx
5x-3

b. fxz—Zx—3 dx

C. fx—de

5x—-3
d. dx
f x3-2x2-3x

Penyelesaian:

Karena intergran sudah berbentuk fungsi rasional sejati, maka langkah
selanjutnya adalah memfaktorkan penyebutnya.

2 2
fo—ldx _f(x—l)(x+1) dx

Langkah berikutnya adalah mengubahnya bentuk agar bisa

%z
(x—-1)(x+1)
diintegralkan seperti uraian berikut.

2
f(x—l)(x+1) f((x 1) (x+1)) dx

_ A(x+1)+B(x-1)
_f( (x—1)(x+1) )dx

_ (A+B)x+(A-B)
- f( (x—1)(x+1) )dx

Dengan sifat kesamaan fungsi diperoleh A+ B =0, A— B = 2, maka didapat

A =1 dan B = -1, sehingga:
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2 _ 1
fxz—ldx - f((x—l) +

=Injx—1|—-Injx+ 1]+

1
—f(x_l)dx
_1 x—1
N rlx+1

2. [ _ax

x2-2x-3

-1
(x+1)

-J

|+c

)dx

1
(x+1)

dx

Fakultas Teknik

Seperti no.1, integran sudah berbentuk fungsi rasional sejati, maka langkah

berikutnya seperti uraian berikut.

5x-3 _ A
f dx = f ((x+1)

x2-2x-3

_ A(x—3)+B(x+1)
- f( (x+1)(x—3)

(A+B)x+(-3A+B)
= (x—

+

B

(x+1)(x-3)

(x—3)) dx
) dx
) dx

Dengan sifat kesamaan fungsi diperolen A+ B =5, 3A + B = -3, maka didapat

A =2 dan B = 3, sehingga:

5x-3 2
fxz—Zx—S dx = f ((x+1) +
2
- f(x+1) dx+ [

=2In|x+ 1]+ 3Injx—3|+¢

3. [Tdx

(3:3)) dx

(x-3)

dx

Integran fungsi rasional tidak sejati, maka harus diubah menjadi fungsi rasional

sejati seperti uraian berikut.

=

x—1 2
-(G+5

)dx

=f(1+ﬁ)dx

2
= f 1ldx + f;dx

=x+2Inx+c
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5x—3
fx3—2x2—3x dx
Seperti no.1 dan 2, langkah pertama untuk menyelesaikan soal ini adalah dengan

memfaktorkan penyebutnya seperti uraian berikut.

5x 5x-3
[ dx = [ 2 —dx
x3-2x2%2-3x x(x+1)(x-3)
5x-3

—————dx harus diubah menjadi
x(x+1)(x-3)

Agar bisa diintegralkan, maka bentuk [

bentuk berikut.

5x-3 A B C
fx(x+1)(x—3) dx = I(Z tan T (x—3)) dx

_ A(x+1)(x—3)+Bx(x—3)+Cx(x+1)
=/ ( x(x+1)(x—3) )dx

Dengan aturan kesamaan fungsi diperoleh persamaan sebagai berikut.

5x—3=AX+1)(X-3) . D)
5x—-3=Bx(x—-3) ()
5x—-3=Cx(x+1) e 3)

Dari faktor x(x+1)(x-3) = O diperoleh akar-akar persamaan x = 0, x = -1, dan x =
3. Selanjutnya akar-akar tersebut disubstitusikan ke persamaan (1), (2), dan (3)

diperolehA=-1,B= —% ,danC = % Sehingga:
f%dx - (_i N %'(x-li-l) + %'(xiS)) dx
- f(_ i) dx — [ G (x-ln)) dx + J G (xi3)) dx
= _fidx _%f(xj-l) x

=—mx—;mx+u+§mm—m+c

C. Latihan Soal

Tentukan hasil dari integral fungsi rasional berikut.

1
1. fx(x+1) dx

2

2. fx2+3xdx
3

3. [Z—dx
5x

4. f2x3+6x2 dx

5 f x—-11

x2+3x— 4
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6. [——dx

x2-x—-12

f 3x—13
x2+43x—10
x
8. | ——dx
"fx3—2x—6x
f x2+8
x2-5x+6

10. [=2

x2+x-2

©

dx

dx

D. Daftar Pustaka
Anton, H., Bivens, I., & Davis, S. (2012). Calculus 10th Edition. New York: Laurie
Rosatone.
E.Vaberg, D., Purcell, E., & Rigdon, S. (2007). Calculus (Ninth Edition). Addison
Wesley: Prentice Hall, Inc.
Hass, J., Weir, M. D., George B. Thomas, J., & Hell, C. (2016). University Calculus
Early Transcendental. New York: Pearson Education, Inc.

Kalkulus 2 94



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

PERTEMUAN KE 12
INTEGRAL PARSIAL TAK TENTU

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan yang berkaitan dengan pengintegralan parsial tak tentu.

B. Uraian Materi
Integral parsial merupakan suatu teknik pengintegralan yang digunakan jika
persoalan integral tidak bisa diselesaikan menggunakan aturan dasar dan aturan
substitusi (Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016). Integral parsial juga sering
disebut metode substitusi ganda. Di dalam integral parsial, umumnya persamaanya
terdiri dari 2 fungsi yang berbeda jenis, sehingga harus dimisalkan sebagai u dan dv.
Untuk menghitungnya harus menentukan du ( turunan fungsi u) dan v (integral dv).

Dalam menentukan integral parsial suatu fungsi umumnya menggunakan rumus

berikut.
{ fudv=uv—fvdu ]

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

Terdapat 2 metode atau cara untuk menyelesaikan persoalan integral dengan
aturan integral parsial yang diuraikan sebagai berikut.
1. Caral
a. Mengubah soal dengan memisalkan soal integral [ f(x)dx menjadi bentuk
fudv
b. Tentukan nilai du sebagai turunan dari u dan tentukan nilai v sebagai integral
dari v
c. Masukkan hasil langkah 1 dan 2 ke dalam rumus baku integral parsial
2. Cara 2
Cara ini merupakan cara praktis untuk menentukan integral parsial selain fungsi
In, dimana langkah-langkahnya adalah:
1. Ubah fungsi integran menjadi bentuk [ u dv , sehingga diperoleh fungsi u dan
dv
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2. Tentukan turunan dari fungsi u hingga bernilai O dan integralkan dari fungsi dv

sampai u bernilai 0 dengan menggunakan aturan tabel turunan dan integral
seperti Tabel 12.1. berikut.
Tabel 12.1 Integral Parsial

Turunan u Integral dv
u ~¢ dv
du \ fdv
d(du) f dv

(turunkan sampai u

bernilai 0)

(integral dihentikan

saat u bernilai 0)

3. Hasil integral diperoleh dengan menjumlahkan perkalian u dengan integral

pertama dv, kemudian mengurangkan perkalian du dengan integral kedua dv.

(jika u=0 didapat dari lebih dari 2 kali turunan, maka pada perkalian fungsinya

gunakan pola penjumlahan, pengurangan, penjumlahan, pengurangan, dan

seterusnya)

Contoh:

(Ratnadewi; dkk, 2016)

Tentukan penyelesaian integral fungsi berikut menggunakan aturan integral parsial

dengan cara 1 dan 2.

1. [ xcosxdx
2. [ xsinxdx
3. [ 4xcosxdx
4. [ 5xsinx dx
5. [ x cos 2x dx
6. [ xe*dx

7. [ xe5dx

8. [Inxdx

9. [ x%sinxdx

10. [ x? cos x dx
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Penyelesaian:
1. Caral
[ x cosxdx
Misal :
u=x
dv = cosx dx
Maka:
du = dx
v = [cosxdx

= sinx

[xcosxdx = xsinx — [ sinxdx

=xsinx — (—cosx) + ¢

=xsinx +cosx +c

Cara 2

Keterangan:

Fakultas Teknik

Fungsi u dan dv tidak perlu dicari karena sudah ada pada pembahasan cara 1, tetapi

untuk soal latihan/tugas, tentukan fungsi u dan dv seperti cara 1.

(berlaku untuk semua contoh soal 1-10)

Turunan u Integral dv
X ¥ COS X
\\
1 | TN sinx
0 -COS X
Sehingga:

[xcosxdx =xsinx — 1(—cosx) + ¢

=xsinx +cosx +¢c¢

2. Caral
[ xsinxdx
Misal:
u=x
dv = sinx dx
Maka:
du = dx
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v = [sinxdx
= —cosx

Sehingga:

[ xsinxdx = x(—cosx) — [(— cosx)dx

= —xcosx + [ cosxdx

= —xcosx +sinx+c

Cara 2
Turunan u Integral dv
X + sin x
1 \_\\\ -COS X
0 -sin x
Sehingga:

[xsinxdx = x(—cosx) — 1(—sinx) + ¢

= —xcosx +sinx +c¢

3. Caral
[ 4x cosx dx
Misal:
u = 4x
dv = cosx dx
Maka:
du = 4dx
v = [cosxdx
= sinx

Sehingga:

[ 4x cosx dx = 4xsinx — [ sinx (4dx)

=4xsinx — (—4cosx) + ¢

=4xsinx+4cosx+c

Cara 2
Turunan u Integral dv
4x + COS X
\\
4 | N sinx

TN\ -COS X

Fakultas Teknik
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Sehingga:

[ 4x cosx dx = 4xsinx — 4(—cosx) + ¢

=4xsinx+4cosx +c

4. Caral
[ 5x sinx dx
Misal:
u = 5x
dv = sinx dx
Maka:
du = 5dx
v = [sinx
= —cosx

Sehingga:

[ 5x sinx dx = 5x(—cosx) — [(— cos x)5dx

= —5xcosx + [ 5cosxdx

= —5xcosx+ 5sinx+c

Cara 2
Turunan u Integral dv
5x y sin x
5 \_\\ -COS X
0 -sin x
Sehingga:

[ 5xsinx dx = 5x (—cosx) — 5(—sinx) dx + ¢

= —5xcosx + 5sinx + ¢

5. Caral
[ xcos 2x dx
Misal:
u=x
dv = cos 2x dx
Maka:
du =dx

v = [ cos2x dx

Fakultas Teknik
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= Zsin2x
2
[xcos2xdx = x(%sin 2x) — f%sin 2x dx

1. 1,

==xsin2x — = [ sin 2x dx
2 2

zlxsin2x—l(—lc052x)+c
2 2\ 2

1. 1
:5xsm2x+zc052x+c

Cara 2
Turunan u Integral dv
X + cos 2X
1
1 \stin 2x
1

0 — 5008 2x

Sehingga:

[xcos2xdx = x(%sin 2x) — 1(—%cos 2x) + ¢

1 . 1
=Exsm2x+zc052x+c

6. Caral
[ xe*dx
Misal:
u=x
dv = e*dx
Maka:
du =dx
v=[e¥dx
= e~
Sehingga:
[ xe*dx = xe* — [ e*dx
=xe*—e*+c¢

=e*(x—1)+c

Fakultas Teknik
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Cara 2
Turunan u Integral dv
X + e*
1 \_\\\ e
0 e
Sehingga:

[xe*dx = xe* —1l.e* +c¢

=xe¥—e*+c¢

=e*(x—1)+c

7. [ xeS*dx
Misal:
u=x
dv = e*dx
Maka:
du = dx
v=[edx

1 sx
=-e
5

Sehingga:

[ xe5*dx = x(%eS") - féesxdx

1 1
=-xe® —_[e**dx

— 5x _ l(l Sx)
=-xe s\5¢€ +c
= lxe5* — 5% 4 ¢
25
Cara 2
Turunan u Integral dv
X + e5X
N
TN N %eSX
™.
0 ‘ ie5x
25
Sehingga:

5 — (1,5 1.5
[ xe *dx = x(Ge x)—l(ge ")+c

1 5x
==-Xe
5

16
25

5% 4 ¢

Fakultas Teknik
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8. [Inxdx
Misal:
u=lInx
dv = dx
Maka:

Sehingga:

- —(xl
JInxdx =Inx (x) — [x.—dx
=xlnx — [1dx

=xlnx—x+c

Cara 2

(tidak bisa diselesaikan dengan cara 2 karena memuat fungsi In)

9. [x?sinxdx

Fakultas Teknik

Contoh soal ini merupakan contoh soal integral parsial berulang (kerap kali kita

gunakan pengintegralan parsial beberapa kali)

Misal:

u = x?2

dv = sinx dx

Maka:

du = 2xdx

v = [sinxdx
= —cosx

Sehingga:

[ x?sinx dx = x?(— cosx) — [(— cos x)(2x dx)

x%cosx + [ 2x cosx dx (integral parsial lagi)
—x2 cosx + {2x sinx — [ sinx (2dx)}

—x2cosx + 2xsinx +2cosx + ¢
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Cara 2
Turunan u Integral dv
X2 + sin x
\\

2X | ™\ -cosx

2 G -sin X

0 \\ COS X
Sehingga:

[ x?sinx dx = x?(— cosx) — 2x(—sinx) + 2(cosx) + ¢

= —x?cosx + 2xsinx + 2cosx + ¢

10. [x%cosxdx

(Integral parsial berulang)

Misal:

u = x?

dv = cosx dx

Maka:

du = 2xdx

v = [cosxdx

= sinx

Sehingga:

[ x?sinx dx = x?(sinx) — [(sinx)(2xdx)
= x%sinx — [ 2x sinx dx (integral parsial lagi)
= x%sinx — {2x(— cosx) — [ (— cos x)2dx}
= x%sinx — {—2x cosx + [ 2 cos x dx}
= x%sinx + 2x cosx — [ 2 cos x dx}

=x%sinx + 2xcosx —2sinx + ¢

Cara 2
Turunan u Integral dv
X2 F COS X
2x \_\\ sin x
2 \+>\ -COS X
0 N -sinx
Sehingga:

Fakultas Teknik
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[ x?sinx dx = x?(sinx) — 2x(—cosx) + 2(—sinx) + ¢

=x%sinx + 2xcosx —2sinx + ¢

C. Latihan Soal
Tentukan penyelesaian integral tak tentu berikut menggunakan aturan integral parsial
(boleh cara 1 atau 2).
1. [ 7xcosxdx
2. [8xsinxdx
3. [xcos8xdx
4. [ xsin7xdx

. [ 5xe*dx

6. [In4xdx

7. [x?sin3xdx

8

9

€3]

. [ x% cos 6x dx
. [x%e¥dx

10. [x%e3*dx
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PERTEMUAN KE 13
INTEGRAL PARSIAL TENTU

A. Tujuan Pembelajaran
Setelah selesai mempelajari materi pada pertemuan ini mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan yang berkaitan dengan pengintegralan parsial tentu.

B. Uraian Materi
Pengintegralan parsial tentu merupakan kombinasi antara aturan integal tentu
dengan aturan integral parsial, dengan ketentuan bahwa di dalam suatu fungsi
tersebut bisa diasumsikan bahwa f(x) dan g(x) keduanya kontinyu pada interval
tertutup [a,b] (Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016). Langkah pengerjaanya
tetap sama menggunakan langkah integral parsial tak tentu yaitu dengan cara
menentukan fungsi u dan dv, kemudian subtitusikan ke rumus integral parsial tentu.

Bentuk integral baku dari integral parsial tentu seperti rumus berikut.

b b
j udv = [uv]? —J vdu
a a

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

Integral parsial tentu dikatakan kombinasi dari aturan integral tentu dan integral
parsial karena dalam pensubstitusian interval, sebuah interval dapat diterjemahankan
ke dalam bentuk yang berbeda. Untuk mengetahui perbedaan tersebut, perhatikan 2
contoh berikut.

1. Tentukan penyelesaian dari f: x dx

Penyelesaian:
s x2 T
xdx = [—]
e[zl
n? 0?2
(5%
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2. Tentukan penyelesaian dari f: sinx dx

Penyelesaian:

Vs
f sinx dx = [—cosx]¥
0

= (—cosm — (—cos0))
= cos 180°
=-1
Dari kedua contoh tersebut dapat dilihat bahwa meskipun interval dari keduanya
sama-sama [0, ], namun & pada soal no.1 (fungsi aljabar) bernilai 3,14, sedangkan
7 pada soal no.2 (fungsi trigonometri) bernilai 180°. Dalam aplikasi persoalan integral
parsial tentu, umumnya setiap soal terdiri dari gabungan fungsi tersebut, sehingga
harus dapat membedakan kapan menggunakan © = 3,14 dan kapan menggunakan
™ = 180°.
Seperti pada integral parsial tak tentu, pada integral parsial tentu juga terdapat
2 metode atau cara untuk menyelesaikan persoalan integral dengan aturan integral
parsial yang diuraikan sebagai berikut.
1. Caral
a. Mengubah soal dengan memisalkan soal integral [ f(x)dx menjadi bentuk
fudv
b. Tentukan nilai du sebagai turunan dari u dan tentukan nilai v sebagai integral
dariv
Masukkan hasil langkah 1 dan 2 ke dalam rumus baku integral parsial
d. Masukkan batas interval yang diketahui pada hasil integral dari poin ¢ dengan

menggunakan aturan integral tentu:
b

[ reoax = (Feott = F) - F@

a

(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

2. Cara 2
Cara ini merupakan cara praktis untuk menentukan integral parsial selain fungsi
In, dimana langkah-langkahnya adalah:
a. Ubah fungsi integran menjadi bentuk [ u dv , sehingga diperoleh fungsi u dan
dv
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b. Tentukan turunan dari fungsi u hingga bernilai O dan integralkan dari fungsi dv
sampai u bernilai 0 dengan menggunakan aturan tabel turunan dan integral
seperti Tabel 12.1. berikut.

Tabel 12.1. Tabel Turunan dan Integral

Turunan u Integral dv

u ~F dv
du \ f dv

d(du) f j dv

(turunkan sampai u (integral dihentikan

bernilai 0) saat u bernilai 0)

c. Integralkan fungsi integran yang diketahui dengan menjumlahkan perkalian u
dengan integral pertama dv, kemudian mengurangkan perkalian du dengan
integral kedua dv (jika u=0 didapat dari lebih dari 2 kali turunan, maka pada
perkalian fungsinya gunakan pola penjumlahan, pengurangan, penjumlahan,
pengurangan, dan seterusnya), kemudian masukkan batas interval yang
diketahui pada hasil integral dari poin b dengan menggunakan aturan integral

tentu:

b
[ reoax = (ot = Fb) - F@
(Ratnadewi; dkk, 2016)

Contoh:

Selesaikan integral tentu berikut menggunakan 2 cara.

s
1. fzxcosxdx

2. J22xsinxdx

w

: fon 6x cos x dx

IN

s
. J§xcos2xdx

(621

s
. Jgxsin2x dx

»

: fflnxdx
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7. fllenxdx

Penyelesaian:
1. Caral

fog x cosx dx
Kita tentukan fungsi u , dv, du, dan v seperti pada penyelesaian bentuk integral
parsial tak tentu seperti uraian berikut.
Misal:
u=x
dv = cosx dx
Maka:
du = dx
v = [cosxdx
= sinx

Kemudian kita subtitusikan ke rumus integral parsial tentu

L3 n L3
2 z 2

f cosxdx = [x smx]g —f sinx dx
0 0

ST}
3

= [xsinx]g — [(—cos x)]g

:(g.sing) — (0.sin O)] - [(— cos g) — (= cos0)]
t
(

1) = @] - [(© - (~1)]

JE!

) - @] - (D]

9IE!

_T[ 1
2

Cara 2

Keterangan:

Fungsi u dan dv tidak perlu dicari karena sudah ada pada pembahasan cara 1,
tetapi untuk soal latihan/tugas, tentukan fungsi u dan dv seperti cara 1. (berlaku

untuk semua contoh soal 1-7)
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Turunan u Integral dv
X + COS X
\\
1 | TN\ sinx
0 -COS X
Sehingga:

s
-5 Vs s

2 5 =
[P cosxdx = frsinal} — 1= cos 013
0
= (gsmg) —(0.sin O)] - [(— cosg) — (—cos0)]

=(51) - ©]- 1@ - ]

=3)- @] -1

T
2

2. fog 2x sinx dx

Misal:

u=2x

dv = sinx dx

Maka:

du = 2dx

v = [ sinxdx

= —cosx

Sehingga.

fz 2xsinx dx = [2x(— cosx) f( cos x)2dx

s s

2x cosx]5 — [(—2sin x)]g

=[-
[( ( )cosZ)—Z(O)cosO)]—[( Zsmz)—( 25sin0)]

= [(0) = (0)] = [(=2(1)) = (0)]
= [0] = [(=2)]
=2

Kalkulus 2 109



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

Cara 2
Turunan u Integral dv
2X + sin x
2 \_\\\ -COS X
0 -sin x
Sehingga:

J& 2xsinx dx = [2x(— cos )12 — 2[(—sinx)]?

s

SICE)

2x cosx]? + [2sinx]

0

= [~
[( ( )cosz)+2(0)c050)] [( Zsm2)+(251n0)]
=[

(0) + (0] — [(—-2(D)) + (0)]
= [0] - [(—2)]
=2

3. fon 6x cos x dx

Misal:

u = 6x

dv = cosx dx

Maka:

du = 6dx

v = [cosxdx

= sinx

Sehingga:

f 6x cos x dx = [6x(sinx)]7 f (sinx)6dx
6x sinx|§ — [(—6 cosx)]g
= [(6(rr) sin)— 6(0)sin(0)] — [(—6cosm) — (—6c050)]
=[(0) = (O] = [(=6(=1)) = (=6)]
= [0] = [(6) + (6)]
=—12

—
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Cara 2
Turunan u Integral dv
6x + COS X
6 \_\\\ sin x
0 -COS X
Sehingga:

fon 6x cos x dx = [6x(sinx)]§ — 6[(— cosx)]g

6x sinx|§ + [(6 cosx)]g

(6(rr) sinm)— 6(0)sin(0)] + [(6¢cosm) — (6¢c0s0)]
(0) = (0)] + [(6(=1)) — (6]

0] +[—6 — 6]

=-12

=
=
=
=

4. fogx cos 2x dx
Misal:
u=x
dv = cos 2x dx
Maka:
du = dx
v = [ cos2x dx

= %sin 2x

Sehingga.

Jgxcos2xdx = [x(%sin 2x)]% - fOZ%sin 2x x

n 1 1 ™
— - 1 z
= [5x.sin2x]; — [<§ (—Ecos 2x>]0
V4 Y

= [5x.sin2x]; — [((—%cos Zx)]g

- [(% (3)sin2) - (% (0)sin2 (0))] - [(—%cos 2(%)) - (—%cos 200))]
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= 0,143
Cara 2
Turunan u Integral dv
X ¥ cOS 2X
\\ ;
1 \Q ESin 2x
1
0 ~2 cos 2x
Sehingga:

T

f"%x cos 2x dx = [x G sin Zx)]g B [1 (_ Zcos zx)]i

T T
1 2 1 z
:[Exsm2x] +[Zc052x]0
_(17‘[ 271 10 20) (1 27r 1 20)
= Ezsln Z—E sin 4-COS .Z—ZCOS .
—(Esmz—0)+(lcosz—lcoso>
S \87 2 4772 4
T 1
:(5 1)+ ( 0-71)
0,143
5. J§xsin2xdx
Misal:
uUu=x
dv = sin 2x dx
Maka:
du = dx
v = [ sin2x dx
=—10052x
2
Sehingga:
Jgxsin2xdx =[x (——cost) f4——c052xdx

1 z 11 ’
= [—Ex cos 2x], — [<_§(§Sm Zx)]0
T T

1 1 LU
= [—Ex cos 2x]§ — [((—Zsin Zx)]g
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= [(— % (g) cos 2(%)) - <— % (0) cos 2 (O))] - [(—%sin 2(%)) - (—%sin 2(0))]

1
= 1@ - @1 - [(-3)
_ 1
T4
Cara 2
Turunan u Integral dv
X + sin 2x
™ 1
1 \Q— S cos 2x
0 — Zsin 2x
Sehingga:

fogx sin2x dx = [x (—%cos Zx)]g - [1

1
= [Ex cos Zx]o + [Zsin Zx]o

T T
4 1 4

(-5@)- @] - 1(~3) - ©

T

(— %sin Zx)]i

1 n 1
) + (—sin 2.———sin 2.0)

1
4

4 4 4

—(1 T 2 L 0 2.0
= 2.4cos 277 cos 2.
—(Ecosz—0)+<lsinz——sin0>
S \8 2 4772
—0+(1 1 O)
= e
_1
T4
3
6. [ Inxdx
Misal:
u=Inx
dv = dx
Maka:
du=ldu
X
v=[dx
=x
Sehingga:

Fakultas Teknik
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3 3
JiInxdx = [Inx ()]} - [ x.%dx

=[3In3—1In1]—[3 — 1]
=[3In3-0]-[3-1]
=3In3 -2

Cara 2

(tidak bisa diselesaikan dengan cara 2 karena memuat fungsi In)

7. fllenxdx

Misal:
u = Inx
dv = xdx

Maka:
du = L

x
v = [ xdx

1
==X
2

Sehingga.

2 _ 1 5uq3 (21 51
Jinxdx = [Inx Gx )i, Sx?—dx

= [xInx]? — ff%xdx

11
= [xInxf} - 5 G
1

= [xInx]f — [7x%]

4 %

=[2In2-1In1] - [%(22)—%(12)]

1
=[2ln2-0]—-[1—-—-
[21n2—0] - [1-7]

3
=2ln2—-
4

Cara 2

(tidak bisa diselesaikan dengan cara 2 karena memuat fungsi In)

Fakultas Teknik
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C. Latihan Soal
1. fzxsinxdx
2. fORszinxdx

3. fr 12xcosx dx
2

4. [#x cos6x dx
6

. J# xsin4x dx
4

(3]

N

s
. Jy x*cosxdx

T
. J# %% sin8x dx

~

(o]

: f; 4xInxdx

©

: ff In 3x dx

10. fonxzezxdx
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PERTEMUAN KE 14
LUAS DAERAH YANG DIBATASI SUMBU X DAN Y

A. Tujuan Pembelajaran
Adapun tujuan pembelajaran yang akan dicapai pada pertemuan ini adalah:
1. Mahasiswa mampu menggambar grafik dari persamaan linier dan kuadrat;
2. Mahasiswa mampu menyelesaikan dan menghitung luas daerah yang dibatasi

garis dan kurva menggunakan integral tentu.

B. Uraian Materi
1. Menentukan Luas Daerah di Atas Sumbu x
Berdasarkan Aturan Riemann, luas suatu daerah didefinisikan sebagai
jumlah nilai limit yang dibatasi oleh interval tertutup [a,b] yang dapat dinyatakan
dengan integral tentu. Penentuan luas daerah seperti Gambar 5.1, yang dibatasi
pada bagian bawah oleh garis pada sumbu X, pada bagian atas oleh kurva y =

f(x), dan berada antara x = a dan x = b, maka luas daerah tersebut adalah

jbf(x)dx

(Purcell & Vaberg, 2015)

Jika digambarkan dengan sketsa maka daerah yang dibatasi oleh sebarang
fungsi y = f(x), garis x = a, x = b, dan sumbu x adalah seperti pada Gambar 14.1
berikut.

vy
A

/W\

> x

b

Gambar 14.10 Sketsa Luas yang dibatasi oleh sumbu x dan y = f(x)

(Thomas, weir, & Hass, 2017)
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Contoh 1:
Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh kurva f(x) = 4 — x2, Sumbu X, garis

x=0,danx=1

Penyelesaian:

Langka pertama yang harus dibuat adalah membuat sketsa dari daerah tersebut
seperti Gambar 14.2.

(pelajari materi membuat grafik di kalkulus 1)

Gambar 14.11 Sketsa Daerah yang Dibatasi oleh kurva f(x)=4-x2, Sumbu X,
garis x= 0, dan x=1

Misal daerah yang dicari luasnya adalah R, maka luas daerah tersebut diuraikan
sebagai berikut:

L(R) = [, (4 — x?)dx
[t
=((4-3) -

2
=3 3 satuan luas

2. Menentukan Luas Daerah di Bawah Sumbu x
Jika suatu daerah terletak di bawah sumbu x seperti Gambar 14.3, maka
untuk menentukan luas daerah yang dibatasi oleh sumbu x, garis x = a, dan garis

X = b dengan kurva y f(x) adalah

Kalkulus 2 117



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

jb—f(x)dx

a

(Purcell & Vaberg, 2015)

Apabila luas daerah berada di bawah sumbu x, maka integral tertentu
bernilai negatif. Namun karena luas daerah tidak mungkin bernilai bilangan negatif
maka nilai integral tersebut diberi harga mutlak. Sehingga luas luas daerah yang

bernilai negatif tersebut dinyatakan dalam bentuk

jb—f(x)dx

fb —f(x)dx =

(Edwards & H., 2010)
Jika digambarkan dengan sketsa maka daerah yang dibatasi oleh sebarang
fungsi y = f(x), garis X = a, x = b, dan sumbu x adalah seperti pada Gambar 14.3

berikut.

= fix)

Gambar 14.12 Sketsa Luas Daerah yang Dibatasi oleh Sumbu x dan y = f(x)
(Thomas, weir, & Hass, 2017)

Contoh 2:
Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh garis y = %x — 2, sumbu X, garis x= 4,

dan Sumbuy.
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Penyelesaian:
Seperti pada contoh 1, langkah pertama yang harus dilakukan adalah membuat
sketsa grafik daerah yang dibatasi oleh garis y = %x — 2, sumbu x, garis x= 4, dan

Sumbu y sebagai berikut.

Gambar 14.13 Sketsa Daerah yang Dibatasi oleh garis y= i X-2, sumbu X,
garis x= 4, dan Sumbu y

Misalkan luas daerah yang dicari adalah S, maka luas daerah tersebut
adalah adalah:

L(S) = —f04 Gx - 2) dx

)

=—(2-8)-(0)

= 6 satuan luas

3. Menentukan Luas Daerah Sumbu y
Pada bab ini, selain membahas luas daerah yang dibatasi oleh sumbu x,
juga dibahas cara untuk menentukan luas daerah yang dibatasi oleh sumbu vy.
Misalkan diketahui suatu daerah R yang disketsakan oleh Gambar 14.4, dibatasi
oleh sumbu vy, kurva x = g(y) , serta garis y = ¢ dan y = d. Maka luas daerah R

dapat ditentukan dengan menggunakan rumus integral tentu sebagai berikut.

Jc dg (»)dy

(Purcell & Vaberg, 2015)
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Jika digambarkan dengan sketsa maka daerah yang dibatasi oleh
sebarang fungsi y = f(x), garis x = ¢, x = d, dan sumbu x adalah seperti pada
Gambar 14.5 berikut.

Gambar 14.14 Sketsa Grafik yang Dibatasi oleh Sumbu y, Kurva x=g(y) ,
Serta Garis y=c dan y=d

Contoh 3:
Tentukan luas daerah yang dibatas oleh parabola x = 4 — y?, sumbuy, y = 2 dan

y=-1

Penyelesaian:
Pertama, harus dibuat sketsa daerah yang dibatas oleh parabola x = 4 —y?,

sumbuy,y =2dany = —1.

Gambar 14.15 Sketsa daerah yang dibatasi oleh yang dibatas oleh parabola
x=4-y? , sumbuy, y=2 dan y=-1
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Misalkan luas daerah yang dicari adalah S, maka luas daerah S adalah
L(S) = [Z,(4—y®)dy
— _ 1 3\2
= (4y Y )]_1

=(#-9)-(-+-(9))

C. Latihan Soal
1. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh parabola x = 8 + 2y — y2, sumbu y, dan
garisy=-1dany =3
2. Hitunglah luas daerah dari gambar berikut.

A y=x-4

A
v

2 OH 2 3

—_y2 _
3. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh Kurva y=-X +6X-5 dan Sumbu x
4. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurvay = x2 dan garisx +y =6

5. Tentukan luas daerah arsiran pada gambar di bawah ini.
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-1z J

6. Tentukan luas bidang yang diarsir.

7. Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh y =2x - 2, untuk 0< x < 2

y=2x-2

8. Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh garis dan kurva yang terdapat pada tiap
soal berikut :
a. y = 3x + 4, sumbu x, dan garis x = 2 dan x = 6.
b. y=3x + 4, dan sumbu x

C.Xx=8 +2y —y?,sumbuy,dangarisy=-1dany=3
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9. Tentukan luas persegi panjang terbesar yang dapat dibuat dalam daerah yang
dibatasi kurva y =x? dan garis y= 4.

10. Dengan menggunakan pengintegralan, hitunglah luas daerah yang diarsir pada
gambar berikut ini.

¥ Y
y=(x+1)?

(@ ®)

y=x-1 ®©

() (d)
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PERTEMUAN KE 15
LUAS DAERAH YANG DIBATASI GARIS-KURVA DAN DUA KURVA

A. Tujuan Pembelajaran
Adapun tujuan pembelajaran yang akan dicapai pada pertemuan ini adalah:
1. Mahasiswa mampu menentukan luas daerah yang dibatasi oleh garis dan kurva;
2. Mahasiswa mampu menentukan luas daerah yang dibatasi oleh dua kurva.

B. Uraian Materi
1. Daerah yang Dibatasi Oleh Garis-Kurva dan Dua Kurva

Untuk menentukan daerah yang dibatasi oleh garis dan kurva atau dua kurva
harus terlebih dahulu mampu membuat sketsanya. Misalkan daerah yang dibatasi
oleh garis dan kurva atau dua kurva tersebut dimisalkan S, maka luas daerah yang
dicari merupakan luas S yang memiliki batas interval perpotongan antara fungsi y
= f(x) dan fungsi y = g(x), dengan f(x) > g(x). Namun jika pada daerah S dibatasi
oleh garis x = a dan x = b, maka luas daerah yang dicari adalah luas S dengan
batas interval tertutup [a,b], dengan a < b. Pada sketsa yang didapat, f(x)
merupakan garis atau kurva di bagian atas dari daerah S, dan g(x) merupakan
garis atau kurva di bagian bawah dari daerah S.

Aturan untuk menentukan luas daerah S pada luas daerah yang dibatasi
oleh garis-kurva maupun oleh dua kurva, memiliki konsep yang sama, yaitu
dengan menggunakan aturan integral tentu. Misalkan diketahui suatu daerah yang
dibatasi oleh dua kurva seperti pada Gambar 15.1.

y

8

X

1
1
1
|
a b

Gambar 15.16 Sketsa Daerah yang Dibatasi Oleh Dua Kurva
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Maka menurut (Edwards & H., 2010), untuk menentukan luas daerahnya
menggunakan konsep integral seperti pada Gambar 15.2.

y y y

a , VARZAY

Area of region Area of region — Area of region
between fand g under f under g

Ji}(ﬂ dx - Jﬁg(x) dx

J“’[_rm — @ld

Gambar 15.17 Konsep Integral Luas Daerah yang Dibatasi Oleh Dua Kurva

Sehingga, jika luas daerah yang dicari adalah R, maka luas R dapat
dinyatakan dengan:

b
L(R) = j (F(x) — g(x0)) dx

(Purcell & Vaberg, 2015)
Rumus tersebut berlaku untuk luas daerah di atas sumbu X, jika luasannya
disebelah kanan sumbu y, maka luas luas daerah yang dibatasi oleh dua kurva

dinyatakan dengan

d
L(R) = f (FO) - g) dy

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

2. Langkah-langkah Menentukan Luas Daerah yang Dibatasi Garis-Kurva atau
Dua Kurva
Untuk menentukan luas daerah yang dibatasi oleh garis-kurva atau dua
kurva, perlu diperhatikan langkah-langkah berikut.

a. Gambar sketsa dari soal yang diketahui
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b. Menentukan batas bawah dan atas integral dengan ketentuan jika belum
diketahui interval tertutup [a,b], maka batas bawah dan batas atas integral dapat
dilihat pada sketsa gambar atau dengan mencari akar-akar dari kedua
persamaan tersebut. Jika diketahui y1 = f(x) dan y. = g(x), akar-akar ditentukan
dengan persamaan y: = y», sehingga didapat x = a sebagai batas bawah dan x
= b sebagai batas atas, dengan (a< b).

c. Hitung luas daerah yang dicari dengan menggunakan batas bawah dan batas

atas integral dari langkah b.

Contoh:

1. Tentukan luas daerah yang dibatasi dibatasi oleh y = x dan y = x2.

2. Diketahui daerah A yang dibatasi oleh kurva-kurva x = —y? + 2 dan x =y, tentukan:
a. Gambarlah sketsa daerah A
b. Batas bawah dan atas daerah A

c. Luas daerah A

Penyelesaian:
1. Langkah 1 (membuat sketsa grafik)
Berikut sketsa grafik daerah yang dibatasi dibatasi oleh y = x dan y = x?

2

0.5

Gambar 15.18 Daerah yang Dibatasi Dibatasi Olehy = x dany = x2

Langkah 2 (menentukan batas bawah dan atas)
Cara 1: bisa langsung dilihat bahwa batas daerahnya adalah x = 0 dan x = 1,

namun jika gambar kurang presisi, maka cara ini tidak dapat digunakan.
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Cara 2:
Misal y1 = x dan y, = x2, maka:
y1=Y2
X = X2
0=x%-x
0=x(x-1)

X=0ataux=1

diperoleh batas bawah x = 0 dan batas atas x = 1

Langkah 3 (menentukan luas daerah)

Dari langkah 1, tampak bahwa daerah bagian atas dibatasi oleh y = x dan daerah
bagian bawah dibatasi oleh y = x?, sehingga luas daerah tersebut adalah:

L= fol(x —x?)dx

2

®

x3
3

|
W=

AR NI

2. a. Sketsa gambar

Gambar 15.19 Daerah yang Dibatasi Dibatasi Oleh x =-y? + 2 danx =y
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b. Batas bawah dan atas daerah A
Cara 1:
Batas bawah y = -2 dan batas atas y = 1

Cara 2:

Misal x; = -y? + 2 dan x. =y, maka
X1 = Xz
-y +2 =y
O=y?*+y-2
0=(y-1y+2)
y=1latauy=-2

Jadi, batas bawahnya adalah y = -2 dan batas atasnya adalahy =1

c. Luas daerah A
Dari poin a dapat dilihat bahwa daerah bagian atas A adalah x = —y? + 2 dan

daerah bagian bawah A adalah x =y, sehingga luasnya adalah:

L) = [ ((~y*+2)-y)dy
3 211

= (5+2-3)-(G-+-3)
—2+612—3) _ (16—264—12)

(
(-

C. Latihan Soal
Tentukan sketsa gambar dan luas daerah yang dibatasi oleh:
y=x+2dany=x?2
y=x?-2dany=2x>+x-4
y=xdany =x?
y=+vxdany=-x+6
y=x+6,y=x%}danx=1
y?=4 —xdany?=4 - 4x
y=X-3)(x-1)dany=x
y=x?-9dany=(2x-1)(x + 3)

© N o 0 bk~ w0 DN PRE
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9. x=-6y?+4ydanx+3y—2=0
10. x=y?-2ydanx-y—-4=0
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PERTEMUAN KE 16
VOLUME BIDANG PUTAR DENGAN METODE CAKRAM

A. Tujuan Pembelajaran
Adapun tujuan pembelajaran yang akan dicapai pada pertemuan ini adalah:
1. Mahasiswa mampu menggambar sketsa bidang putar terhadap sumbu x dan
sumbu y;
2. Mahasiswa dapat menyelesaikan volume benda putar dengan integral tentu

dengan metode cakram.

B. Uraian Materi
Aplikasi dari integral tentu dapat digunakan untuk menyelesaikan berbagai
permasalahan. Salah satunya adalah untuk menentukan volume benda yang
berbentuk bangun ruang yang memililki dua sisi yang sama, seperti corong minyak,
pil, botol, piston, atau as sepeda. Dalam kaitannya dengan integral, benda-benda
tersebut sering disebut benda putar (bidang putar). Ada beberapa metode untuk
menentukan volume bidang putar ini, diantaranya adalah metode cakram, metode
kulit tabung, dan metode cincin. Pada bab ini akan dijelaskan mengenai metode
cakram.
1. Definisi Metode Cakram
Metode cakram merupakan metode mencari volume bidang putar
mengasumsikan bahwa setiap bidang putar dapat dibagi menjadi beberapa partisi
berbentuk cakram (perhatikan Gambar 16.1). Metode ini menggunakan konsep
dasar dari rumus volume tabung (karena cakram berbentuk tabung), yaitu:

Volume = m. Luas Alas . Tinggi

Salah satu
_ cakram

Bidang datar Pendekatan

dengan n cakram

Gambar 16.20 Sketsa Konsep Metode Cakram
(Edwards & H., 2010)
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Dalam penerapannya di kalkulus 2, secara garis besar volume bidang putar
dibagi menjadi 2 bagian, yaitu bidang putar terhadap sumbu x dan bidan putar
terhadap sumbu y. Penjelasannya seperti uraian berikut.

2. Metode Cakram Pada Bidang Putar Terhadap Sumbu X
Misalkan diketahui sebuah bidang A yang merupakan daerah yang dibatasi
oleh y = f(x), x = a, dan x = b, kemudian bidang A diputar mengelilingi sumbu x
sejauh 360°. Maka lintasan yang terbentuk dari perputaran tersebut membentuk
bangun ruang. Contoh-contoh sketsa gambarnya bisa dilihat pada Gambar 16.2.

P
g |
-

Gambar 16.21 Sketsa Bidang yang Diputar 360° Mengelilingi Sumbu X

Pada Gambar 16.2 tampak bahwa bidang setengah lingkaran dan segitiga
siku-siku diputar 360° mengelilingi sumbu x. Lintasan perputaran setengah
lingkaran membentuk bola pejal, sedangkan lintasan segitiga siku-siku membentuk
kerucut. Inilah yang disebut bidang putar terhadap sumbu x.

Untuk menghitung volume bidang A yang diputar terhadap sumbu x

dirumuskan dengan persamaan metode cakram berikut.

b
V= [ (fG0)ax

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

3. Metode Cakram Pada Bidang Putar Terhadap Sumbu Y
Misalkan diketahui sebuah bidang C yang merupakan daerah yang dibatasi
oleh x = f(y), y = ¢, dan y = b, kemudian bidang C diputar mengelilingi sumbu y

sejauh 360°. Maka lintasan yang terbentuk dari perputaran tersebut membentuk

Kalkulus 2 131



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

bangun ruang. Contoh-contoh sketsa gambarnya hampir sama seperti Gambar
16.2, namun hanya berbeda di sumbu putarnya. Contoh sketsanya bisa dilihat
pada Gambar 16.3.

= | -
il | ™ |

Gambar 16.22 Sketsa Bidang yang Diputar 360° Mengelilingi Sumbu Y

Untuk menghitung volume bidang C yang diputar terhadap sumbu y

dirumuskan dengan persamaan metode cakram berikut.

d
v=n [ (fonay

(Purcell & Vaberg, 2015)

Contoh:

1. Tentukan sketsa dan volume dari daerah yang dibatasi oleh y = sin x dan
sumbu x yang diputar 360° terhadap sumbu x (0 < x < )

2. Tentukan sketsa dan volume dari bidang putar terhadap sumbu x, yang

dibentuk oleh daerah yang dibatasi oleh y = vx dan x = 4

Penyelesaian:

1. Perhatikan gambar berikut

y y

flx)=+vsinx
4 e—— . it Benda putar
/_\H\ R(x]
f ; | x f f X
T2 Ax 7w \ m
-1 Bidang datar 1T ]
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Gambar 16.23 Bidang Putar yang Dibatasi Oleh y = sin x dan sumbu x

Pada Gambar 16.4 tampak bahwa batas bawahnya adalah x = 0 dan batas

atasnya x = m, sehingga dengan metode cakram, volumenya adalah:

2
V=mn [ (Vsinx) dx
= nf: sinx dx
= 1[— cos x]g
=n(l+1)
= 2m satuan volume

2. Perhatikan gambar berikut

21 ( Pty H = AV =1 (\V/X)? Ax
— S —| | — TN

/ \ . b
V=| mxdx
[ \ 0
f \

Gambar 16.24 Bidang Putar yang Dibatasi Oleh y = Vx dan x = 4

Pada Gambar 16.5 tampak bahwa batas bawahnya adalah x = 0 dan batas

atasnya x = 4, sehingga dengan metode cakram, volumenya adalah:

V= nf;(ﬁ)zdx

=7tf04xdx

Kalkulus 2 133



Universitas Pamulang Fakultas Teknik

=T.—
2

= 8m satuan volume

C. Latihan Soal
1. Dengan metode cakram, tentukan sketsa dan volume bidang putar terhadap
sumbu x yang dibatasi oleh:
a.y=-x+1,x=0,danx=1
b.y=4-x? x=0,danx=2
c. y=1-x2dan sumbu x
d.y=+x,x=1,danx=2
e.y=v9 —x2

¥

34

—
b ——
1

2. Dengan metode cakram, tentukan sketsa dan volume bidang putar terhadap
sumbu y yang dibatasi oleh:
a.y=3-2x,y=0,dany=2
b. x=,/y,y=0,dany=4
C. Xx=2y-y%4x=0
d. x=y? x=0,dany =3
e.y=y=v9—x2
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PERTEMUAN KE 17
VOLUME BIDANG PUTAR DENGAN METODE KULIT TABUNG

A. Tujuan Pembelajaran
Adapun tujuan pembelajaran yang akan dicapai pada pertemuan ini adalah:
1. Mahasiswa mampu menggambar sketsa bidang putar terhadap sumbu x dan
sumbu y;
2. Mahasiswa dapat menyelesaikan volume benda putar dengan integral tentu

dengan metode kulit tabung.

B. Uraian Materi
1. Definisi Metode Kulit Tabung
Metode kulit tabung merupakan salah satu teknik integral tentu yang
digunakan untuk menentukan volume bidang putar yang berbentuk kulit tabung.
Untuk memahami konsep metode kulit tabung, perhatikan sketsa pada Gambar
17.1.

Sumbu

Gambar 17.25 Sketsa Bidang Putar Berbentuk Kulit Tabung

Pada Gambar 17.1 tampak bahwa terdapat persegi panjang dengan panjang
=t dan lebar = I, sedangkan p merupakan jarak antara sumbu putaran dengan
pusat persegi panjang. Ketika persegi panjang tersebut diputar 360° menurut
sumbu putaran (misal sumbu x), maka akan dihasilkan kulit tabung dengan
ketebalan I. Untuk menentukan volume kulit tabung tersebut, perhatikan 2 tabung
(kulit dalam dan luar) yang tampak pada Gambar 17.1. Jari-jari tabung yang lebih
besar merupakan jari-jari dari kulit luar tabung, sedangkan jari-jari yang lebih kecil

merupakan jari-jari dari kulit dalam tabung. Sehingga didapat p sebagai rata-rata
dari jari-jari kulit tabung, jari-jari luarnya = p + % jari-jari dalamnya = p — é

Berdasarkan konsep ini, maka didapatkan volume kulit tabung sebagai berikut.
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Volume kulit tabung = (volume kulit luar) — (volume kulit dalam)

o+ (o2

=2.mp.tl
atau
= 2. m. (rata-rata jari-jari).(panjang).(tebal)
(Hass, Weir, George B. Thomas, & Hell, 2016)

2. Menentukan Volume Bidang Putar Dengan Metode Kulit Tabung
Dengan menggunakan konsep rumus yang didapat pada poin 1, maka dapat
ditentukan rumus untuk menentukan bidang putar terhadap sumbu x berbentuk

kulit tabung sebagai berikut.

Sumbu
Y putar

¢
p) ' Bidang datar !

Benda putar

Gambar 17.26 Sketsa Bidang Putar Berbentuk Kulit Tabung Dengan
Panjang t(y) dan Lebar Ay

Apabila diperhatikan, lebar dari persegi panjang pada Gambar 17.2 adalah
Ay, sehingga jika persegi panjang diputar terhadap garis yang sejajar dengan

sumbu X, maka akan menghasilkan kulit tabung dengan volume sebagai berikut.

AV =2m[p(y).t(y)]. Ay
(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Dengan menggunakan konsep integral tentu, maka rumus tersebut dapat ditulis

menjadi:

d
v =2 [ p(n).t)ldy

(Purcell & Vaberg, 2015)
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Jika sumbu putarnya adalah sumbu y (seperti Gambar 17.3), maka digunakan

rumus:
b A
V= an[p(x). t(x)]dx T _

I

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007) ’:;'
H )
k=
2,
=1
=
g L 1
= | b
” —apfx)—|

Gambar 17.27 Sketsa Bidang dengan
Sumbu Putar Sumbu y

Contoh:
Dengan metode kulit tabung, tentukan volume dari benda putar yang dibatasi oleh :
1. y=+/x, x = 1, dan x = 4 jika sumbu putarnya adalah sumbu y

2. y=x2+1,y=0, x=0, dan x = 1 jika sumbu putarnya adalah sumbu y

Penyelesaian:
1. Langkah pertama adalah membuat sketsa grafik dari daerah yang dibatasi oleh y

=+/x, x =1, dan x = 4 sebagai berikut.

1 4

Gambar 17.3. Sketsa Bidang yang Dibatasi oleh y = v/x, x =1, dan x = 4
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Dari Gambar 17.3, maka diperoleh sketsa bidang putar sebagai berikut.

/

Gambar 17.28 Sketsa Bidang Putar Terhadap Sumbu y
Dengan menggunakan metode kulit tabung, maka volumenya adalah:
V= ff 2m. x.\/x dx

= 2nffx3/2dx

= [2n.§x5/2]4

1241
== satuan volume

1

2. Sketsa dari daerah yang dibatasi olehy=x?+1,y=0,x=0,danx=1
ditunjukkan oleh Gambar 17.5 berikut.

————

hix) = .\’,2 +1 J

|

Gambar 17.29 Sketsa Bidang yang Dibatasiolehy=x>+1,y=0,x=0,danx =1

Dari sketsa tersebut, maka volume benda putarnya adalah:
V=, 2mx (x? + 1) dx
=2r fol(x3 + x) dx

x* %311
= 2|+

=2 ()

3T
= satuan volume
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C. Latihan Soal
1. Dengan menggunakan metode kulit tabung, tentukan volume dari daerah yang

diarsir berikut jika diputar terhadap sumbu y.

a.y=x
y
A
2__
l__
-
1 2
b.y=1-x
y
| 4
o =X
1
c.y=+x
y
4__

b
s

2. Tentukan sketsa dan volume benda putar terhadap sumbu y untuk daerah yang
dibatasi oleh:
a.y=x3y=0,danx=3
b. yzixz,yzo, danx =6
C.y=4-x3,x=0,dany=4
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3. Dengan menggunakan metode kulit tabung, tentukan volume dari daerah yang
diarsir berikut jika diputar terhadap sumbu x.

a. y=x

4. Tentukan sketsa dan volume benda putar terhadap sumbu x untuk daerah yang
dibatasi oleh:

a. x+ty=4y=x,dany=0
b.y=vx+2,y=x,y=0
c.y=x%x=0,dany=9
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PERTEMUAN KE 18
VOLUME BIDANG PUTAR DENGAN METODE CINCIN

A. Tujuan Pembelajaran
Adapun tujuan pembelajaran yang akan dicapai pada pertemuan ini adalah:
1. Mahasiswa mampu menggambar sketsa bidang putar terhadap sumbu x dan
sumbu y;
2. Mahasiswa dapat menyelesaikan volume benda putar dengan integral tertentu

dengan metode cincin.

B. Uraian Materi
1. Definisi Metode Cincin

Metode cincin adalah salah satu metode integral tentu yang digunakan untuk
menentukan volume bidang yang memiliki lubang. Metode cincin disebut juga
washer method, yang merupakan konsep turunan dari metode cakram. Metode
cakram maupun metode cincin, sama-sama memakai semua elemen volume yang
terbuat dari irisan-irisan tabung yang tipis. Irisan-irisan tersebut berbentuk
menyerupai cakram ketika bidang diibaratkan benda padat padatnya, sedangkan
berbentuk seperti cincin ketika irisan-irisan tersebut memiliki lubang sepanjang
sumbu yang tentukan (sumbu x atau y) (Thomas, weir, & Hass, 2017).

Cincin dalam metode ini dibentuk oleh hasil putaran sebuah partisi persegi
panjang terhadap sumbu putaran tertentu, dimana sumbu putaran tidak berimpit

dengan sisi persegi panjang, seperti pada sketsa berikut.

t =1

l Cakram/)"; v
R (o

s
r

Pusat putaran

Benda putar

Gambar 18.30 Sketsa Konsep Dasar Metode Cincin

Dari Gambar 18.1, jika r dan R secara berturut-turut merupakan jari-jari dalam dan
luar dari cincin dan t merupakan ketebalan cincin, maka volumenya diuraikan

sebagai berikut.
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V =mn(R*—-1?)
(Anton, Bivens, & Davis, 2012)

Untuk mengetahui bagaimana konsep ini diterapkan untuk menentukan volume
bidang putar, perhatikan daerah yang dibatasi oleh jari-jari luar R(x) dan jari-jari

dalam r(x) pada Gambar 18.2.

: Benda putar dengan A
lubang h
T
T ,

a b k \

Bidang datar

Gambar 18.31 Sketsa Penerapan Metode Cincin

Pada Gambar 18.2, tampak bahwa terdapat sebuah bidang datar yang diputar
mengelilingi sumbu x sehingga membentuk bidang putar yang memiliki lubang
dengan partisi persegi panjang dengan ukuran antara R(x) sampai r(x).
Bedasarkan rumus yang diperoleh dari Gambar 18.1, maka rumus volume bidang

putar Gambar 18.2 diuraikan sebagai berikut.

b

v =n [RGT - r@P)dx

a

(Purcell & Vaberg, 2015)

2. Menentukan Volume Bidang Putar Dengan Metode Cincin
Persoalan volume bidang putar yang diselesaikan dengan metode cincin
umumnya terdiri dari daerah yang dibatasi oleh dua fungsi yang berbeda. Namun,
langkah-langkah yang dilakukan untuk menyelesaikan persoalan dengan metode
cincin tidak jauh beda dengan metode cakram dan metode kulit tabung, yaitu
sebelum menentukan volume dari bidang putar, harus terlebih dulu mampu

membuat sketsa dari bidang yang diketahui.
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a. Metode Cincin pada Bidang Putar Terhadap Sumbu x
Misalkan diketahui suatu bidang B yang merupakan daerah yang dibatasi
oleh dua kurva yaitu y1 = f(x), y> = g(x), X = a, dan x = b, dengan y1 =y, Dimana
y1 merupakan kurva yang membatasi bagian atas bidang B, sedangkan y-
merupakan kurva yang membatasi bagian bawah B. Jika bidang B diputar 360°
terhadap sumbu x, maka lintasan dari putaran tersebut akan membentuk benda

seperti Gambar 18.3 sebagai berikut.

Gambar 18.32 Sketsa Bidang yang Diputar 360° Mengelilingi Sumbu X

Untuk menghitung volume bidang B yang diputar terhadap sumbu x dirumuskan

dengan persamaan:

b
V=n j (F@)? — g(0?)dx

(E.Vaberg, Purcell, & Rigdon, 2007)

b. Metode Cincin pada Bidang Putar Terhadap Sumbu x
Jika terdapat kasus bidang D yang merupakan daerah yang dibatasi oleh
dua kurva yaitu x1 = f(y), X2 = g(y), y = ¢, dan y = d, dengan xi = X, Dimana xi
merupakan kurva yang membatasi bagian atas bidang D, sedangkan x»
merupakan kurva yang membatasi bagian bawah D. Jika bidang D diputar 360°
terhadap sumbu y, maka lintasan dari putaran tersebut akan membentuk benda

seperti Gambar 18.4 sebagai berikut.
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\ <>
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= . X

Gambar 18.33 Sketsa Bidang yang Diputar 3600 Mengelilingi Sumbu Y

Untuk menghitung volume bidang D yang diputar terhadap sumbu y dirumuskan

dengan persamaan:

d
v=n [0 - gy

(Purcell & Vaberg, 2015)

Contoh:
Dengan metode cincin, tentukan volume benda putar yang dibentuk oleh

daerah yang dibatasi oleh:
1. y =+/x dan y = x? yang diputar mengelilingi sumbu x

2. y=x?+1dany =-x + 3 yang diputar mengelilingi sumbu x

Penyelesaian:

1.
y=vx
Y

1 b L e T 1,1)

| Y=
y=vx T |

| & y=x !

—~ b X
(0,0) - 1
Bidang datar
gk -1+ Benda putar
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Gambar 18.34 Sketsa Daerah yang Dibatasi Oleh y = Vx dan y = x2 yang
Diputar Mengelilingi Sumbu x

Dari Gambar 18.5, dapat ditentukan bahwa batas interval untuk
pengintegralannya adalah antara 0 dan 1, sedangkan jari-jari luar dan dalamnya
berturut-turut adalah:

R(x) = Vx

r(x) = x

Sehingga volumenya adalah:

V=n[ (RGP - [r(x)]?)dx
=7 [ (Vx)? — (x?)?)dx
= fol(x —xY)dx

1
1 1
=7 [—xz - —xs]

2 5 0

3
=T satuan volume

Washer cross-section

Interval of s X Outer radius: R(x) = —x + 3
integration Inner radius: r(x) = x2 + |
Gambar 18.35 Sketsa Daerah yang Dibatasi olehy =x*+ 1dany =-x + 3
yang diputar mengelilingi sumbu x yang diputar mengelilingi

sumbu X

Dari Gambar 18.6, dapat ditentukan bahwa batas interval untuk
pengintegralannya adalah antara -2 dan 1, sedangkan jari-jari luar dan

dalamnya berturut-turut adalah:
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R(x) =-x+3
rx) =x2+1

Sehingga volumenya adalah:

V=n (R - [r()]?)dx
= [1((—x +3)% — (x? + 1)?)dx

= nf_12(8 — 6x — x? —xY)dx

1171
== satuan luas

C. Latihan Soal
Dengan metode cincin, tentukan volume bidang putar yang dibentuk oleh daerah
yang dibatasi oleh:
1. y = x? dan y = 2x jika diputar terhadap sumbu x

y = x? dan y = 2x jika diputar terhadap sumbu y

X = (y — 2)? dan x + y = 4 jika diputar mengelilingi sumbu y

y =x2dany = -x? + 4 jika diputar terhadap sumbu x

a & DN

y=x?dany=x°

6.y:2dany:4-§
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7.y=+x,y=0,danx=3

a. Jika diputar terhadap sumbu x

b. Jika diputar terhadap sumbu y
8.y=2x%,y=0,danx=2

a. Jika diputar terhadap sumbu x

b. Jika diputar terhadap sumbu y
9. y = x?> dan y = 4x — x? jika diputar terhadap sumbu x

10. y=6-2x—-x2dany=x+6
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Aljabar

Bilangan Irrasional

Eksponensial

Fungsi

Garis singgung

Integral

Kalkulus

Kalkulus Integral

Koordinat

Fakultas Teknik

GLOSARIUM

: salah satu cabang matematika yang mempelajari tentang
pemecahan masalah menggunakan simbol — simbol sebagai

pengganti konstanta dan variabel

: bilangan yang tidak dapat dinyatakan dengan bilangan pecahan

atau bilangan yang bukan bilangan rasional (seperti 2, 3, 5, 7).

. sesuatu yag bersifat atau berhubungan dengan eksponen.
Dalam matematika ditulis dengan notasi exp(x) atau e*, di mana e
adalah basis logaritma natural yang kira-kira sama dengan
2.71828183

secara teknis sebagai sebuah proses yang memetakan
(memasangkan) satu buah input ke persamaan dengan satu buah
output. Secara definsi matematisnya: sebuah fungsi f dengan nilai
real yang didefinisikan pada himpunan bilangan real D yang
disebut domain adalah aturan yang memetakan setiap bilangan x
yang berada dalam D ke tepat satu bilangan real yang dinyatakan

dengan f(x).

. garis lurus yang menyentuh kurva pada satu titik. Titik tersebut

terletak pada kurva, disebut titik singgung

: bentuk operasi matematika yang menjadi kebalikan dari operasi

turunan dan limit dari jumlah atau suatu luas daerah tertentu.

. bagian matematika yang terutama melibatkan pengertian dan
penggunaan diferensial dan integral fungsi serta konsep yang

berkaitan

. analisis matematis tentang teknik penemuan ungkapan dan
evaluasi fungsi integral, khususnya untuk kalkulasi luas, panjang,
lengkung, volume, dan nomor serta penyelesaian persamaan

diferensial sederhana

. bilangan yang dipakai untuk menunjukkan lokasi suatu titik

dalam garis, permukaan, atau ruang.
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Logaritma . eksponen pangkat yang diperlukan untuk memangkatkan
bilangan dasar supaya beroleh bilangan tertentu (jika bilangan
dasarnya 10, maka log 100 = 2, artinya 10 pangkat 2 = 100);
kebalikan dari hitungan pangkat.

Operasi matematika : operasi hitung suatu bilangan, mengenai mengenal angka,

penjumlahan - pengurangan - perkalian - pembagian
Radian . satuan pengukuran yang besarnya 180 / 11 °

Variable . segala sesuatu yang menjadi objek penelitian, atau apa yang

menjadi fokus di dalam suatu penelitian
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Mata kuliah Kalkulus 2 merupakan mata kuliah Wajib Fakultas
Teknik rumpun matematika yang diberikan pada semester 2 yang
membahas tentang dasar integral, Aturan Substitusi Integral Tak
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Setelah menyelesaikan
matakuliah kalkulus 2,
mahasiswa mampu

menyelesaikan persoalan
berbagai macam tipe integral,
menerapkannya aplikasinya
pada luas bidang dan volume
bidang putar dengan tepat.

Penyusun 1. Ersam Mahendrawan, S.Pd., M.Pd. (Ketua)
2. lhat Solihat, S.Si., M.Sc. (Anggota 1)
3. Sulanjari, S.Si., M.Sc. (Anggota 2)
4. Agustina Dyah Setyowati, S.Si., M.Sc. (Anggota 3)
Pertemuan Kemampuan Akhir yang Bahan Kajian _ Pengalaman Belajar Kriteria Bobot
i o Metode Pembelajaran ; - -
Ke- Diharapkan (Materi Ajar) Mahasiswa Penilaian Nilai
1 Mahasiswa mampu Aturan Dasar Ceramah dan simulasi Latihan Soal 1 Ketepatan 5%
menyelesaikan persoalan dasar | Integral perhitungan
integral tak tentu.
2 Mahasiswa mampu Aturan Substitusi Ceramah dan simulasi Latihan Soal 2 Ketepatan 5%
menyelesaikan persoalan Integral Tak Tentu perhitungan
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Pertemuan Kemampuan Akhir yang Bahan Kajian _ Pengalaman Belajar Kriteria Bobot
Ke- Diharapkan (Materi Ajar) Metode Pembelajaran Mahasiswa Penilaian Nilai

integral tak tentu dengan aturan
substitusi.

3 Mahasiswa mampu Integral Tak Tentu Ceramah dan praktek Latihan Soal 3 Ketepatan 5%
menyelesaikan persoalan Fungsi Trigonometri perhitungan
integral tak tentu fungsi
trigonometri.

4 Mahasiswa mampu Aturan Substitusi Diskusi dan Simulasi Latihan Soal 4 Ketepatan 5%
menyelesaikan persoalan Integral Tak Tentu perhitungan
integral tak tentu fungsi Fungsi Trigonometri
trigonometri dengan aturan
substitusi.

5 Mahasiswa mampu Integral Tentu Diskusi dan Simulasi Latihan Soal 5 Ketepatan 6%
menyelesaikan persoalan Fungsi Aljabar perhitungan
integral tentu fungsi aljabar.

6 Mahasiswa mampu Integral Tentu Praktek dan Simulasi Latihan Soal 6 Ketepatan 6%
menyelesaikan persoalan Fungsi Trigonometri perhitungan
integral tentu fungsi
trigonometri.

7 Mahasiswa mampu Aturan Substitusi Ceramah dan Simulasi Latihan Soal 7 Ketepatan 6%
menyelesaiakan aturan dasar Integral Tentu perhitungan
integral tak tentu metode Fungsi Aljabar
substitusi ke dalam fungsi
aljabar.
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Pertemuan Kemampuan Akhir yang Bahan Kajian _ Pengalaman Belajar Kriteria Bobot

Ke- Diharapkan (Materi Ajar) Metode Pembelajaran Mahasiswa Penilaian Nilai

8 Mahasiswa mampu Aturan Substitusi Diskusi dan Simulasi Latihan Soal 8 Ketepatan 6%
menyelesaiakan aturan dasar Integral Tentu perhitungan
integral tak tentu metode Fungsi Trigonometri
substitusi ke dalam fungsi
Trigonometri.

9 Mahasiswa mampu Aturan Substitusi Ceramah dan simulasi Latihan Soal 9 Ketepatan 6%
menyelesaikan integral tak tentu | Integral Tak Tentu perhitungan
fungsi eksponensial dengan Fungsi Eksponensial
aturan substitusi.

uTsS

10 Mahasiswa mampu Aturan Substitusi Ceramah dan Simulasi Latihan Soal 13 Ketepatan 5%
menyelesaikan integral tentu Integral Tentu perhitungan
fungsi eksponensial dengan Fungsi Eksponensial
aturan substitusi.

11 Mahasiswa mampu Integral Fungsi Simulasi dan Diskusi Latihan Soal 13 Ketepatan 5%
menyelesaiakan aturan dasar Rasional perhitungan
integral fungsi rasional.

12 Mahasiswa mampu Integral Parsial Tak Simulasi dan Diskusi Latihan Soal 13 Ketepatan 5%
menyelesaikan persoalan yang | Tentu perhitungan
berkaitan dengan
pengintegralan parsial tak tentu.

13 Mahasiswa mampu Integral Parsial Ceramah dan Simulasi Latihan Soal 13 Ketepatan 5%
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Pertemuan Kemampuan Akhir yang Bahan Kajian _ Pengalaman Belajar Kriteria Bobot
Ke- Diharapkan (Materi Ajar) Metode Pembelajaran Mahasiswa Penilaian Nilai
menyelesaikan persoalan yang | Tentu perhitungan
berkaitan dengan
pengintegralan parsial tentu.
14 1. Mahasiswa mampu Luas Daerah yang Praktek dan Simulasi Latihan Soal 14 Ketepatan 5%
menggambar grafik dari Dibatasi Sumbu X perhitungan
persamaan linier dan kuadrat; | dan 'Y
2. Mahasiswa mampu
menyelesaikan dan
menghitung luas daerah yang
dibatasi garis dan kurva
menggunakan integral tentu.
15 1. Mahasiswa mampu Luas Daerah yang Praktek dan Simulasi Latihan Soal 15 Ketepatan 6%
menentukan luas daerah yang | Dibatasi Garis-Kurva perhitungan
dibatasi oleh garis dan kurva; | dan Dua Kurva
2. Mahasiswa mampu
menentukan luas daerah yang
dibatasi oleh dua kurva.
16 1. Mahasiswa mampu Volume Bidang Praktek dan Simulasi Latihan Soal 16 Ketepatan 6%
menggambar sketsa bidang Putar dengan perhitungan
putar terhadap sumbu x dan Metode Cakram
sumbu vy;
2. Mahasiswa dapat
menyelesaikan volume benda
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Pertemuan
Ke-

Kemampuan Akhir yang
Diharapkan

Bahan Kajian
(Materi Ajar)

Metode Pembelajaran

Pengalaman Belajar

Mahasiswa

Kriteria

Penilaian

Bobot
Nilai

putar dengan integral tentu
dengan metode cakram.

17

1. Mahasiswa mampu
menggambar sketsa bidang
putar terhadap sumbu x dan
sumbu y;

2. Mahasiswa dapat

menyelesaikan volume benda

putar dengan integral tentu

dengan metode kulit tabung.

Volume Bidang
Putar dengan
Metode Kulit Tabung

Praktek dan Simulasi

Latihan Soal 17

Ketepatan
perhitungan

6%

18

1. Mahasiswa mampu
menggambar sketsa bidang
putar terhadap sumbu x dan
sumbu vy;

2. Mahasiswa dapat

menyelesaikan volume benda

putar dengan integral tertentu

dengan metode cincin.

Volume Bidang
Putar dengan

Metode Cincin

Praktek dan Simulasi

Latihan Soal 18

Ketepatan

perhitungan

%

UAS
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